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Hardy-Littlewood 极⼤算⼦及其应⽤

摘 要

为了解决实分析中的问题，极⼤算⼦和奇异积分理论在上个世纪初被提

出。本⽂主要围绕插值定理，极⼤函数和乘⼦定理这个时间顺序从上个世纪初

Calderón-Zygmund 的结果到上世纪中叶 Mikhlin 的结果来简单的介绍奇异积分理

论，并穿插了我对该理论的理解，以及我对于⼀些简单问题证明⽅法的改进和从

新整理. 例如极⼤函数对偶性的证明和极⼤算⼦ Lp 有界性的证明. 其中极⼤函数

的有界性分别采⽤了 Calderón-Zygmund 分解和⼀个新的覆盖⽅法证明，乘⼦定理

则是通过引⼊ Littlewood-Paley 算⼦的思想和算⼦的共轭来证明, 并利⽤乘⼦定理

对 Sobolev 空间⽤分数阶 Laplace 算⼦进⾏了简单刻画.

关键词: 极⼤函数；奇异积分算⼦；Littlewood-Paley 算⼦
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ABSTRACT

For solving some problem in real analysis, the theorem of maximal function

and singular integral were born in the earlier of the 20 century. This paper is mainly

about interpolation, maximal function and multiplier theorem, which were come up by

Marcinkiewicz, Calderón-Zygmund and Mikhlin. Besides, there are some of what i think

about them in it. Also some improvement of the way of proof and a new arrangement of

some proof are in it, such as the proof of the duality of maximal function and the proof

of the Lp bounded property of maximal function. The technology in the proof of the Lp

bounded property of maximal function is Calderón-Zygmund decomposition and a cover

method made by me. We will introduce the Littlewood-Paley theorem to prove Mikhlin

multiplier theorem, to make a new view of Sobolev space by fractional order Laplace

operator too.

Key words: maximal function; singular integral operator; Littlewood-Paley operator
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Hardy-Littlewood 极⼤算⼦及其应⽤

1 引言

1.1 基本记号

Rd d维欧⽒空间

Q 有理数集

Z 整数集

B(x, r) 以 x为球⼼半径为 r 的球

χA(x) 集合 A上的⽰性函数

m(A) 勒贝格可测集 A的勒贝格测度

1.2 研究奇异积分的意义

奇异积分理论的起源可以追溯到上个世纪初的 Hilbert-Riemann 问题，即我们

下⾯会介绍的 Hilbert 变换 (Hilbert 变换具体的定义⽅式见本篇 3.2 节). 起初⼈们

利⽤复分析中的⽅法，尤其是 C-R ⽅程的⽅法研究 Hilbert 变换，具体来说就是

f ∗ Py(x) 和 g ∗ Py(x) 互为 {(x, y) ∈ R2 | y > 0} 上的共轭调和函数当且仅当

g = Hf，其中Hf 为 f 的 Hilbert 变换，Py(x) 为 Poisson 核，继⽽Hf + if 为⼀个

解析函数的边界，利⽤解析函数的平⽅依然是解析函数，即 (Hf)2 − f 2 + 2ifHf

依然是⼀个解析函数的边界，所以

(Hf)2 − f 2 = 2H(fHf). (1.1)

这时若假设 ∥Hf∥p ≲ ∥f∥p, 利⽤ (1,1) 式就可以推出 ∥Hf∥2p ≲ ∥f∥2p(具体⽅法见

本篇 3.2 节). 幸运的是利⽤傅⽴叶变换有

Ĥf = isgn(·)f̂ ,

所以 ∥Hf∥2 = ∥f∥2 是成⽴的，进⽽利⽤插值的⽅法就可以证明对于所有的 p > 1,

都有 ∥Hf∥p ≲ ∥f∥p. 后来⼈们发现了各种各样类似的“Hilbert 变换”，⽐如 Riesz 变
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换：

Rjf(x) := lim
ε→0

ˆ
|y|>ε

yjf(x− y)

|y|d+1
dy.

但这个时候这个变换的作⽤空间不再是⼀维的欧式空间上的函数，⽽是 d维的. 如

果想继续利⽤复分析的⽅法，就要⽤到多复变的知识. 但那个时候多复变的结果

还很匮乏，可⽤的结论很少，于是这项研究就引起了追求⽤实分析来解决问题的

Calderón 和 Zygmund 的兴趣. 随后他们得出很多关于这⽅⾯的结果，奇异积分理

论随即建⽴了.

就像上⾯的Hilbert变换和 Riesz变换，奇异积分理论主要是研究这种很“奇怪”

的卷积算⼦. 具体来说卷积核⼀般是不可积的，但是满⾜⼀些⽐如

∥K(x)∥ ≲ 1

|x|d
, ∥∇K(x)∥ ≲ 1

|x|d−1

这样的条件，⽐如⼤部分还满⾜消去条件，即

ˆ
R1<|x|<R2

K(x)dx = 0,

这时积分

ˆ
|y|>ε

f(x− y)K(y)dy =

ˆ
1>|y|>ε

(f(x− y)− f(x))K(y)dy +

ˆ
|y|≥1

f(x− y)K(y)dy

就对可积的 Lipschitz 函数有意义了，并且对于紧⽀集的 lipschitz 函数就可以定义

ε趋于 0 的极限. 更⼀般函数奇异积分的定义和性质我们会在第三章详细展开.

当然 Calderón 和 Zygmund 的结果不是我⼀篇⽂章可以介绍清楚的，有兴

趣的读者可以查阅他们的著作和相关⽂章. 随后奇异积分融⼊了新的⼒量——

Littlewood-Paley 分解，在第⼆章的开始我们会证明 Calderón-Zygmund 分解，这个

分解主要是对函数的定义域进⾏分解，⽽ Littlewood-Paley 分解则是另辟蹊径，对

函数的傅⽴叶变换做分解，继⽽得到了很多结果. 同时可以很简单的证明 Mikhlin

乘⼦定理，并且得到⼀系列空间的刻画，例如 Sobolev 空间 Hα
p ：

∥(
∑
k∈Z

(22αk + 1)|Pkf |2)
1
2∥p ≲ ∥f∥α,p.

接下来就让我们开始奇异积分理论的研究:
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1.3 基本定义和插值定理

在数学分析中我们知道⼀个⼀维连续函数 f 的不定积分 F (x) =
´ x

0
f(t)dt 是

处处可导并且导函数就是 f .

在实分析中我们知道⼀个局部可积的函数 f 的不定积分 F (x) =
´ x

0
f(t)dt 是

绝对连续故⽽⼏乎处处可导并且导函数就是 f，并且我们把满⾜

lim
h→0

2

h

ˆ h

−h

|f(x+ t)− f(x)|dt = 0

这个条件的 x点称为函数 f 的勒贝格点，这样的点组成集合的补集在 R1 中是⼀个

勒贝格零测集。证明见周民强 [9].

对于解决⾼维欧⽒空间的勒贝格点问题,

lim
r→0

1

m(B(0, r))

ˆ
B(0,r)

|f(x+ t)− f(x)|dt = 0, (1.2)

即不满⾜上⾯式⼦的点组成的集合是不是也是零测集呢？答案是肯定的.

这⾥我们就要引进 Hardy-Littlewood 极⼤函数来解决这个问题：

定义 1.3.1 对 Rd 上的局部可积函数 f(x), 我们定义它的 Hardy-Littlewood 算⼦

Mf(x)为：

Mf(x) = sup
r>0

1

m(B(0, r))

ˆ
B(0,r)

|f(x+ t)|dt. (1.3)

对于⾼维欧⽒空间局部可积函数勒贝格点问题的证明我们放到 2.1 节. 下⾯我们来

介绍在奇异积分理论中经常使⽤的插值定理.

定义 1.3.2 对于任⼀实的希尔伯特空间 H,所有从 Rd 映射到 H的满⾜下面式⼦的

算⼦ f 组成的空间记为 Lp(Rd;H)

ˆ
Rd

∥f(x)∥pdx <∞, p ∈ [1,+∞),

inf {M > 0 |m{∥f(x)∥ > M} = 0} <∞, p = +∞.

范数记为 ∥f∥p

注: 和普通的 Lp空间⼀样，这个空间也是Banach空间，,特别的，简记 Lp(Rd;H)

为 Lp(Rd).
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定义 1.3.3 若做用在函数空间的线性映射 T 满⾜对于原空间任意两个元素 f, g都

有 ∥T (f + g)(x)∥ ≤ ∥T f(x)∥ + ∥T g(x)∥ ∀x ∈ Rd 与 ∥T kf∥ = |k|∥T f∥, k ∈ R，

就称映射 T 是次线性算⼦.

定义 1.3.4 对 1 ≤ p, q ≤ +∞,⼀个从 Lp(Rd;H)映射到可测函数空间的次线性算⼦

T 若满⾜下面两个条件之⼀时就称 T 是满⾜弱 (p, q)形式的:

q < +∞,并且存在⼀个常数 C,使得 ∀f ∈ Lp(R,H)都有

sup
α>0

(
αqm{x ∈ Rd| ∥T f∥ > α}

) 1
q ≤ C∥f∥p;

q = +∞,并且存在⼀个常数 C,使得 ∀f ∈ Lp(R,H)都有

∥T f∥∞ ≤ C∥f∥p.

记作，

|T f |q,∞ ≲ ∥f∥p (1.4)

如果 T 满⾜存在⼀个常数 C 使得

∀f ∈ Lp(Rd), ∥T f∥q ≤ C∥f∥p,

就称 T 是满⾜强 (p, q)形式的，特别的当 q = ∞时，强弱形式是⼀样的.

注: 若 p ∈ [p1, p2],则 Lp(Rd) ⊂ Lp1(Rd) + Lp2(Rd). 因为如果 f ∈ Lp(Rd),那么对于

任⼀正常数 a, fχ{|f |>a} ∈ Lp1(Rd), fχ{|f |≤a} ∈ Lp2(Rd)。

定理 1.3.1 (插值定理) 对于任意 1 ≤ p1 ≤ q1 < +∞, 1 ≤ p2 ≤ q2 ≤ +∞, q1 < q2,⼀

个从 Lp1(Rd;H) + Lp2(Rd;H)映射到可测函数空间的次线性算⼦ T 满⾜弱 (p1, q1)

形式和弱 (p2, q2)形式,那么对于任意 λ ∈ (0, 1),若 p, q 满⾜下面的条件，则 T 就

是满⾜强 (p, q)形式

1

p
=

λ

p1
+

1− λ

p2

1

q
=
λ

q1
+

1− λ

q2
(1.5)

证明. 情形 1: p2 > p1，q2 < +∞,

p, q 满⾜ (1.9) 时, 构造常数 c, 并由如下的等式确定：

c =
p2(q2 − q)

q2(p2 − p)
=

1− q
q2

1− p
p2

=
1− 1

λ
+ q(1−λ)

q1λ

1− 1
λ
+ p(1−λ)

p1λ

=
p1(q1 − q)

q1(p1 − p)
(1.6)
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对 ∀f ∈ Lp(Rd;H) 以及 ∀λ > 0 做分解：

f(x) = f1(x) + f2(x),

其中

f1(x) =


f(x) λ

∥f(x)∥ , ∥f(x)∥ > λ,

f(x), ∥f(x)∥ ≤ λ,

(1.7)

f2(x) =


f(x)(1− λ

∥f(x)∥), ∥f(x)∥ > λ,

0, ∥f(x)∥ ≤ λ,
(1.8)

由 f1, f2 的表达式可以得到：当 β > λ时

m{∥f1(x)∥ > β} = 0. (1.9)

当 β ≤ λ时

m{∥f1(x)∥ > β} = m{∥f(x)∥ > β},

m{∥f2(x)∥ > β} = m

{
∥f(x)∥∥1− λ

∥f(x)∥
∥ > β ∥f(x)∥ > λ

}
= m{∥f1(x)∥ > β} = m{∥f(x)∥ > β + λ}.

(1.10)

由前⾯的注记我们易得：

f1 ∈ Lp2(Rd;H), f2 ∈ Lp1(Rd;H).

由条件还知道，∃ C = C(p1, p2, q1, q2) 使得 ∀α > 0,

m{x ∈ Rd| ∥T f2∥ > α} ≤ C
∥f2∥q1p1
αq1

,

m{x ∈ Rd| ∥T f1∥ > α} ≤ C
∥f1∥q2p2
αq2

.

(1.11)

所以就有，

αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f∥ > 2α}

≤ αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f1∥ > α}+ αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f2∥ > α}

≤ Cαq−1−q1∥f2∥q1p1 + Cαq−1−q2∥f1∥q2p2

:= CI1(α) + CI2(α).
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对 I1(α), I2(α) 关于 α积分, 利⽤ (1.10) 式可得：
ˆ +∞

0

I1(α)dα =

ˆ +∞

0

αq−1−q1
(
p1

ˆ +∞

0

βp1−1m{∥f2(x)∥ > β}dβ
) q1

p1 dα

=

ˆ +∞

0

αq−1−q1
(
p1

ˆ +∞

0

βp1−1m{∥f(x)∥ > β + λ}dβ
) q1

p1 dα

=

ˆ +∞

0

αq−1−q1
(
p1

ˆ +∞

0

(β − λ)p1−1m{∥f(x)∥ > β}χ{β>λ>0}dβ
) q1

p1 dα

≤
ˆ +∞

0

αq−1−q1
(
p1

ˆ +∞

0

βp1−1m{∥f(x)∥ > β}χ{β>λ>0}dβ
) q1

p1 dα,

这时对于任意的 α令 λ = αc, 再利⽤⼴义闵可夫斯基不等式可得，

≤
[ ˆ +∞

0

p1β
p1−1m{∥f(x)∥ > β}

( ˆ β
1
c

0

αq−1−q1dα
) p1

q1 dβ
] q1

p1

=
[ ˆ +∞

0

p1

( 1

q − q1

) p1
q1 β

q−q1
c

p1
q1

+p1−1
m{∥f(x)∥ > β}dβ

] q1
p1

= C1

[ˆ +∞

0

βp−1m{∥f(x)∥ > β}dβ
] q1

p1

= C1∥f∥
pq1
p1
p .

同理 ˆ +∞

0

I2(α)dα ≤ C2∥f∥
pq2
p2
p .

最后利⽤分布函数与 Lp 范数的关系 ∥u∥p = p
´ +∞
0

tp−1m{|u| > t}dt得到：

∥T f∥q =
(
2−q

ˆ +∞

0

αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f∥ > 2α}dα
) 1

q (1.12)

≤ 2−qC
(
C1∥f∥

pq1
p1
p + C2∥f∥

pq2
p2
p

) 1
q

. (1.13)

对于函数 f(x)
∥f∥ p

, 代⼊ (1.12) 式得到：

∥T 1

∥f∥p

f∥q ≤ C,

最后就得到 ∥T f∥q ≤ C∥f∥p.

情形 2: p2 > p1,q2 = +∞,p2 = +∞,利⽤上⾯的⽅法将 λ取为 α
C
，这时 ∥f1(x)∥ ≤ α

a.e.

情形 3: p2 > p1，q2 = +∞,p2 < +∞, 这时同样利⽤上⾯的⽅法，不过将 λ 取为(
α

C(p2∥f∥pp/p)1/p2

)p2/(p2−p)

，这时 ∥f1(x)∥ ≤ α a.e.

情形 4: p2 < p1 时

f1 ∈ Lp1(Rd;H), f2 ∈ Lp2(Rd;H).
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证明⽅法和截断参数的选取与上⾯⼀模⼀样.

情况 5: p2 = p1, q2 < +∞ 时, 与上⾯ p2 > p1, q2 < +∞ ⼀样的⽅法和参数选取即

可.

情况 6: p2 = p1, q2 = +∞ 时,f ∈ Lp(Rd;H) = Lp1(Rd;H) = Lp2(Rd;H)

αq1m{∥T f∥ > α} ≤ Cq1∥f∥q1p ,

∥T f∥∞ ≤ C∥f∥p,

∥T f∥qq = q

ˆ +∞

0

αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f∥ > α}dα

= q

ˆ C∥f∥p

0

αq−1m{x ∈ Rd| ∥T f∥ > α}dα

≤ q

ˆ C∥f∥p

0

αq−1α−q1Cq1∥f∥q1p dα

= Cq∥f∥q1p .

综上，插值定理得证。 □

注: 特别的，当 p1 = p2 < q1 = q2 时，插值定理就变为了，若次线性算⼦满⾜弱

(p1,p1)形式,和弱 (q1,q1)形式，那么对于任意的 p ∈ (p1, q1),这个算⼦都是 Lp有界

的.我们在证明极⼤算⼦ Lp有界性时将利用这个结论.

但是在真正问题中使⽤的差值定理都不是在全空间中⽽是在某个很好的稠密

⼦空间内，即下⾯的插值定理。

定理 1.3.2 (稠密子空间的插值定理) 对于任意 1 ≤ p1 ≤ q1 < +∞, 1 ≤ p2 ≤ q2 ≤

+∞, q1 < q2,若⼀个从 Lp1(Rd;H) + Lp2(Rd;H)的任⼀线性⼦空间 A 出发的的次

线性算⼦ T 满⾜弱 (p1, q1)形式和弱 (p2, q2)形式,那么对于任意 λ ∈ (0, 1),若 p, q

满⾜下面的条件，且 A 在 Lp1(Rd;H)和 Lp2(Rd;H)中都稠密，那么 T 就是满⾜

强 (p, q)形式

1

p
=

λ

p1
+

1− λ

p2

1

q
=
λ

q1
+

1− λ

q2
(1.14)

证明. 对于任意 f ∈ Lpi \A , ∃{fn}+∞
1 ∈ A 在 Lpi 中逼近 f，这时由弱 (pi, qi) 易得

函数列 {fn}+∞
n=1 是依测度意义下的柯西列，由周民强 [9] 的 3.2 节的定理 3.16 可得

存在⼀个函数 g 有

|g|qi,+∞ ≤ C∥f∥p
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令 T f := g, 易知这是⼀个良定义。这时补充定义的次线性算⼦ T 就再次满⾜了

原来插值定理的条件，该定理也就得证。 □

注: 特别的，对于函数空间 Lp(Rp)，施瓦茨空间S (Rd)在其中是稠密的，故⽽在

⼀般的插值证明时我们只证明某个算⼦在施瓦茨空间时满⾜弱形式时就完成了证

明.
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2 极大函数的性质

2.1 极大函数的有界性

按照 (1.3) 式定义的极⼤算⼦ M 是⼀个作⽤在局部可积函数上的算⼦，只

不过我们不知道它把⼀个局部可积函数作⽤成为了⼀个什么函数，接下来我们就

将利⽤已经得到的插值定理和 Calderón-Zygmund 分解证明当 f(x) ∈ Lp(Rd) 时，

Mf(x) ∈ Lp(Rd)，其中 p > 1

⾸先对 p ∈ (1,∞] 时的 Lp 函数都是局部可积的，对任意的点 x, 有

|Mf(x)| = sup
r>0

1

m(B(0, r))

ˆ
B(0,r)

|f(x+ t)|dt ≤ ∥f∥∞,

就可以得到：

∥Mf∥∞ ≤ ∥f∥∞.

由插值定理知，只要证明证明极⼤算⼦满⾜弱 (1,1) 形式，就可以得到对任

意的 p ∈ (1,∞], M 都是 Lp 空间到 Lp 空间有界的。这⾥我们先介绍可积函数的

Calderón-Zygmund 分解定理，⽤于解决 M 的弱 (1,1) 形式，⽽我们先部分的证明

它，定理本⾝完整的证明我们将利⽤极⼤算⼦的有界性在后⾯证明。

注意，这⾥定理的证明并不是循环论证，在证明极⼤算⼦的有界性并不需要完

整的 Calderón-Zygmund 分解。不过我们依然会介绍⼀种利⽤覆盖证明极⼤算⼦有

界的⽅法 (见本⽂ 3.3 节)，之所以要如此不厌其烦的论证，是为了说明极⼤函数与

Calderón-Zygmund 分解之间的关系。

定理 2.1.1 (Calderón-Zygmund分解) 对于任意的 Rd 上的可积函数 f(x)，任意的

α > 0,都存在⼀个开集 Ω,以及其补集 F ,使得：

1）|f(x)| ≤ α a.e. x ∈ F,

2）存在⼀族⼆进⽅体 Qi,使得 Ω = ∪iQi,并且

∀i, α < 1

m(Qi)

ˆ
Qi

|f(x)|dx ≤ 2dα. (2.1)
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注: ⼆进⽅体是指端点的各个分量都在 {k2n, k, n ∈ Z}中的正⽅体，这里的⼆进

⽅体是不包含边界的开集。且由 2）可得 m(Qi) <
´
Qi

f(x)dx

α
合起来就有 m(Ω) =∑

im(Qi) <
∥f∥1
α

证明. 我们这⾥只构造⼀种满⾜ 2）的分解，在证明极⼤算⼦有界性之后再回来证

明这样的分解是满⾜ 1）的.

由于 f ∈ L1(Rd)，所以任意的 α > 0, 总存在⼀个很⼤的正整数 N 使得

1

2N

ˆ
Rd

|f(x)|dx < α,

所以对于所有变长为 2N 的⼆进⽅体 B 都有 (Cd 为 Rd 单位球体积)

1

m(B)

ˆ
B

|f(x)|dx ≤ 1

Cd2N

ˆ
Rd

|f(x)|dx ≤ α.

接下来对所有的⼆进⽅体 2d 等分，等分后的⽅体进⾏判断是否在这个⼆进⽅

体上 f(x)的积分平均是否⼤于等于 α,如果是的那就把这个⼆进⽅体拿出来，如果

依然⼩于等于 α，那么就再对这个⼆进⽅体 2d 等分，⼀直这么做下去，我们会发

现被拿出来的⽅体Qi 上 f(x)的积分平均是⼤于 α的，⽽ 2d 等分出Qi 的原⼤⽅体

Q∗
i 上 f(x) 的积分平均是⼩于 α 的，不然不会对它 2d 等分. 且 m(Q∗

i ) = 2dm(Qi),

这时我们就得到：

α <
1

m(Qi)

ˆ
Qi

|f(x)|dx,

1

m(Qi)

ˆ
Qi

|f(x)|dx ≤ 2d

m(Q∗
i )

ˆ
Q∗

i

|f(x)|dx ≤ 2d.α

下⾯为具体的做法：对所有的边长为 2N 的⼆进⽅体进⾏编号 {Bi}+∞
1

第⼀步：将 B1, B2 2
d 等分成为 B1,1, B1,2, ..., B1,2d , ..., B2,2d

第⼆步：判断 Bi,j, i = 1, 2 j = 1, ..., 2d 是否满⾜ (2.1) 的左边不等式，如果满⾜就

令其为 {Qi}m1
1 ,m1 为第⼆步中符合 (2.1) 左边不等式⼆进⽅体的个数, 将其他不满

⾜的⼆进⽅体保持第⼀个分量 i 不变的前提下重排为 Bi,j (i = 1, 2 j ≤ 2d), 下⾯的

序号都为重排后的

第三步：将 B1,j, B2,k, B3, B4, j, k < 2d 等分成 B1,j,l, B2,k,l, B3,l, B4,l, l = 1, 2, ..., 2d

第四步：判断 Bi,j,l, i = 1, 2 j ≤ 2d, l = 1, ..., 2d or Bi,l, i = 3, 4, l = 1, ..., 2d 是否满

⾜ (2.1) 的左边不等式，如果满⾜就令其为 {Qi}m2
m1
,m1 −m2 为第四步中符合 (2.1)

左边不等式⼆进⽅体的个数, 将其他不满⾜的⼆进⽅体保持第⼀个分量 i不变的前
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提下重排为 Bi,j , 下⾯的序号都为重排后的

· · · · · · · · ·

第 2n − 1 步：将 B1,j1 , B2,j2 , .., B2n−1,j2n−1
, B2n−1+1, ..., B2n , ja ≤ 2nd 等分成 B1,j1,l

, B2,j2,l, ...,. B2n−1+1,l, ..., B2n,l, l = 1, 2, ..., 2d

第 2n 步：判断 Bi,j,l, i = 1, 2, .., 2n−1 j ≤ 2nd, l = 1, ..., 2d or Bi,l, i =

2n−1 + 1, ..., 2n, l = 1, ..., 2d 是否满⾜ (2.1) 的左边不等式，如果满⾜就令其为

{Qi}mn−2
mn−1

,mn−1 − mn−2 为第 2n 步中符合 (2.1) 左边不等式⼆进⽅体的个数, 将其

他不满⾜的⼆进⽅体保持第⼀个分量 i 不变的前提下重排为 Bi,j , 下⾯的序号都为

重排后的

· · · · · · · · ·

这样得到的⼀列⼆进⽅体 {Qi}∞1 就满⾜ Calderón-Zygmund 分解的 (2.1) 式，令

Ω = ∪iQi. 当然也有可能每⼀个⼆进⽅体上 f(x) 的积分平均都⼩于等于 α, 这时就

令 Ω = ∅

随后我们会利⽤极⼤函数的有界性证明在⼆进⽅体并集的补集 F = Ωc 上有

f(x) ⼏乎处处⼩于等于 α. □

引理 2.1.1 存在⼀个只与维数 d有关的常数 C,使得

∀f(x) ∈ L1(Rd) α > 0, m
(
{x ∈ Rd|Mf(x) > α}

)
≤ C

α

ˆ
Rd

|f(x)|dx.

证明. ⾸先令 S(x, r) 为以 x为⼼，2r 为边长的⽅体，显然存在⼀个只与维数有关

的常数 C0, 使得 1
C0
m
(
B(x, r)

)
≤ m

(
S(x, r)

)
< C0m

(
B(x, r)

)
.

不妨 f 是正函数，任意 α > 0, x ∈ {x ∈ Rd|Mf(x) > 3dC0α}, 存在 r > 0, 有

1

S(x, r)

ˆ
S(x,r)

f(x)dx >
1

C0B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(x)dx > 3dα

存在⼀个整数 l, 使得 l ≤ r < 2l, 令 {Si}n1 为与 S(x, r) 相交的边长为 2l 的⼆进

⽅体，这时 n ≤ 3d, 且 ∀i = 1, 2, .., n S(x, r) ⊆ 5Si.（5SI 的意思就是以这个⽅体中

⼼为中⼼，边长变为原来五倍的⽅体）且m(∪iSi) = nm(S1) ≤ 3dm
(
S(x, r)

)
所以我们有

1

n

n∑
1

1

m(Si)

ˆ
Si

f(x)dx =
1

∪iSi

ˆ
∪iSi

f(x)dx >
1

3d
1

m
(
S(x, r)

) ˆ
S(x,r)

f(x)dx > α
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这时就得到

∃ i0 s.t. Q := Si0 ,
1

m(Q)

ˆ
Q

f(x)dx > α

故这个 Q 属于 f(x) 的 Calderón-Zygmund 分解中的⼀个⼆进⽅体，故⽽ x ∈

S(x, r) ⊆ 5Q ⊆ 5Ω，即，

{x ∈ Rd|Mf(x) > 3dC0α} ⊆ ∪5Qi (2.2)

故⽽ {x ∈ Rd|Mf(x) > 3dCα} ⊆ 5Ω, 所以

m
(
{x ∈ Rd|Mf(x) > 3dC0α}

)
≤ 5dm(Ω) ≤ 5d

α

ˆ
Rd

f(x)dx

m
(
{x ∈ Rd|Mf(x) > α}

)
≤ C

α

ˆ
Rd

|f(x)|dx C = 15dC0

该引理得证. □

⾄此，极⼤算⼦的 Lp 有界性问题已经解决，接下来我们来解决 Calderón-

Zygmund分解满⾜条件 1）的证明，这就需要回到我们第⼀章定义极⼤函数时谈到

的勒贝格点的问题.

推论 2.1.1 若 f(x) ∈ L1(Rd),则

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy = f(x) a.e. (2.3)

对局部可积函数做局部截断就可以得到：

推论 2.1.2 若 f(x) ∈ L1
loc(Rd),则

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy = f(x) a.e. (2.4)

证明. (推论??) 做从 Rd 到 R ∪ {∞} 的映射 Gf (x)

Gf (x) =

∣∣∣∣lim sup
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy − lim inf
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy

∣∣∣∣ .
⾸先对于连续函数 g(x), 易知 Gg(x) = 0, 又知连续函数在可积函数空间中稠密，

故⽽任意 ε > 0, 存在⼀个连续函数 gε(x), 使得
´
Rd |f(x) − gε(x)|dx < ε, 故⽽

Gf = Gf−gε , 且 Gf (x) ≤ 2Mf(x), 有

∀α > 0, m{Gf (x) > 2α} = m{Gf−gε(x) > 2α} ≤ m {M(f − gε)(x) > α} , (2.5)
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≤ C

α

ˆ
Rd

|f(x)− gε(x)|dx <
εC

α
. (2.6)

所以 ∀α > 0, m{Gf (x) > 2α} = 0 随着 ε趋于 0. 所以 Gf (x) = 0 a.e.

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy

⼏乎处处存在，又因为可由富⽐尼和积分的⼀致连续性, 即

lim
h→0

ˆ
Rd

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0, f ∈ L1(Rd).

得到函数 Fr(x) =
1

B(x,r)

´
B(x,r)

f(y)dy 依 L1 范数收敛到 f(x) 当 r 趋于 0，所以函

数 Fr(x) ⼏乎处处收敛到 f(x)，即

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

f(y)dy = f(x) a.e.

推论 2.1.3 若 f(x) ∈ L1
loc(Rd,R),则

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy = 0 a.e. (2.7)

称满⾜ (2.8)式的点为函数 f(x)的勒贝格点.

证明. 令

fq(x) = lim sup
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

|f(y)− q|dy,

则除开⼀个与 q 有关的零测集 Zq，都有 fq(x) = |f(x)− q|（由于 f(x)− q 局部可

积）. 现在让 q 取遍所有的有理数，因为有理数可数，所以 Z = ∪q∈QZq 为⼀个勒

贝格零测集, 这时就有 ∀q ∈ Q fq(x) = |f(x)− q| (x ∈ ZC).

这时对任意 x ∈ ZC , ∀ε > 0, ∃q ∈ Q 有 |f(x)− q| < ε,

lim sup
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy,

≤ lim sup
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

|f(y)− q|dy + |f(x)− q|,

=2|f(x)− q| < 2ε.

由 ε任意性得：

lim
r→0

1

B(x, r)

ˆ
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy = 0.

故⽽该推论得证. □
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定义 2.1.1 ⼀个集合族 {Uα}α∈I 称为⼀个正规族，如果存在⼀个常数 C,使得任意

Uα,都存在⼀个包含它的球 B(0, rα),有 Cm(Uα) > m
(
B(0, rα)

)
.

对于正规族，f(x) 局部可积，对 f(x) 的任意的勒贝格点 x，如果存在⼀列集

合的直径趋于 0，这时

lim
n→∞

1

m(Un)

ˆ
Un

|f(x+ y)− f(x)|dy ≤ lim
rn→0

1

Cm
(
B(0, rn)

) ˆ
B(0,rn)

|f(x+ y)− f(x)|dy,

= 0.

lim
n→∞

1

m(Un)

ˆ
Un

f(x+ y)dy = f(x).

例 2.1.1 若⼀族⽅体，每⼀个的边界到原点的距离都小于⼀个上界 M，则这样的

⼀族⽅体就是⼀个正规族

这时再看 Calderón-Zygmund分解，对于那些 1
m(Bi)

´
Bi
f(y)dy ≤ α的⼆进⽅体

族 C := {Bi}i∈I,我们构造⼀个新的⽅体族 G = {B − x|B ∈ C , x ∈ B},这时 G 里

面所有的⽅体边界距离原点都不超过 2N ,因此 G 是⼀个正规族.

对于处于 F = ΩC 内的勒贝格点 x,由 Ω的构造⽅法，我们总存在⼀列包含 x

的⼆进⽅体族 {Bn}∞1 ⊆ C ,同时 diam(Bn)趋于 0,这时 Bn − x ∈ G ,我们就有

f(x) = lim
n→∞

1

m(Bn − x)

ˆ
Bn−x

f(x+ y)dy = lim
n→∞

1

m(Bn)

ˆ
Bn

f(y)dy ≤ α.

这时我们就得到了 F 中的点⼏乎处处有 f(x) ≤ α, Calderón-Zygmund定理到这里

被彻底证明.

定义 2.1.2 ⼀个度量空间的测度 µ被称为 doubling测度，如果存在⼀个常数 C,使

得任意的球 B(x, r),都有

µ
(
B(x, 2r)

)
≤ Cµ

(
B(x, r)

)
.

按照上⾯的⽅法在空间 (Rd,Bd, µ) µ is doubling 上的可积函数⼀样有 Calderón-

Zygmund 分解，极⼤函数

Mµf(x) = sup
r>0

1

µ
(
B(x, r)

) ˆ
B(x,r)

|f(y)|dµ(y),
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⼀样是 Lp(Rd, dµ,R) 有界的次线性算⼦，同样局部可积函数的勒贝格点在全空间

是⼏乎处处分布的.

同时推论 ??以另外⼀种形式阐述了鞅收敛定理，令 (Rd,Bd,P) 为⼀个概率空

间，P 是 doubling 概率测度, ξ 为该概率空间上可积的随机变量，Fn 为边长为 2−n

的所有⼆进⽅体族⽣成的 σ 代数，这时 ξn = EFnξ 就是⼀列 L1 ⼀致有界鞅，与上

⾯ Calderón-Zygmund 分解后⼀部分的证明⼀样，这时 {B − x |B ∈ Fn, x ∈ B} 是

⼀个正规族，由勒贝格点的推论就得出 ξn ⼏乎处处收敛到 ξ.

2.2 极大算子的对偶性

对于从 Lp(Rd,V )(V 是某巴拿赫空间) 到⾃⾝和从 Lq(Rd,V ∗)(V ∗ 是 V 的共

轭空间,1
p
+ 1

q
= 1) 到⾃⾝上都有界的线型算⼦ T , 称它是对偶的，或者说⾃伴的，

如果 ⟨f,T g⟩ = ⟨T f, g⟩ , ⟨a, b⟩ :=
´
Rd a(x)b(x)dx (a ∈ Lp(Rd,V ), b ∈ Lq(Rd,V ∗)).

那么极⼤算⼦有没有类似的⾃伴性呢？答案是肯定的，由于我们只在 Lp(Rd,R) ⾥

定理了极⼤算⼦，故⽽这⾥ V 就取成实数空间.

定理 2.2.1 (极大算子的对偶性) 任意 r > 1,存在⼀个与维数 d和 r有关的常数 Br,

使得对于任意的 f g ∈ L1
loc(Rd,R),

ˆ
Rd

Mf(x)r|g(x)|dx ≤ Br

ˆ
Rd

|f(x)|rMg(x)dx. (2.8)

证明. 不妨 f(x), g(x) 都为正值函数，对于任意固定的局部可积函数 g, 令 dµ =

g(x)dx, dµ∗ = Mg(x)dx，都为 σ 有限测度, 若 f /∈ Lr(Rd,Bd, µ∗), 则 (2.8) 式的右

端为⽆穷，对偶性直接得证，故我们只考虑 f ∈ Lr(Rd,Bd, µ∗) 的情况.

我们使⽤插值定理，故⽽只需证明极⼤算⼦满⾜新测度下的弱 (1,1)形式和∞

形式，⾸先看⽆穷的形式，若 µ∗{f(x) > N} =
´
{f(x)>N}Mg(x)dx = 0, 这是有两

种情况，⼀是 m{f(x) > N} = 0, ⼆是 m{f(x) > N} > 0, Mg(x) = 0 a.e. x ∈

{f(x) > N}.

情形⼀时由极⼤函数的定义知 m{Mf(x) > N} = 0 可以推出 µ{Mf(x) >

N} = 0 即 ∥Mf∥L∞(dµ) ≤ ∥f∥L∞(dµ∗).

情形⼆时，存在⼀个点 x0, 使得Mg(x0) = 0, 这就可以说明 g = 0 a.e. x ∈ Rd,

这时显然有 ∥Mf∥L∞(dµ) ≤ ∥f∥L∞(dµ∗).
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下⾯证明弱 (1,1) 形式，∀α > 0,令 Ω = ∪Qi 为函数 f(x) 的 Calderón-Zygmund

分解，由 (2.2) 式知 {x ∈ Rd| Mf(x) > 3dC0α} ⊆ ∪5Qi, 令 Q∗
i := 5Qi，任意

x ∈ Qi 则 5Qi ⊆ B(x, 6
√
d diam(Qi)), 存在⼀个只与维数有关的常数 c1, 使得

c1B(x, 6
√
d diam(Qi)) < B(5Qi), 因此

Mg(x) ≥ 1

m(B(x, 6
√
d diam(Qi)))

ˆ
B(x,6

√
d diam(Qi))

g(x)dx ≥ c1
m(B(Q∗

i ))

ˆ
Q∗

i

g(x)dx.

ˆ
Qk

f(x)Mg(x)dx ≥
ˆ
Qk

f(x)
c1

m(Q∗
k)
g(y)dydx,

=

ˆ
Q∗

k

g(y)dy
c1

5dm(Qk)

ˆ
Qk

f(x)dx,

≥ c2α

ˆ
Q∗

k

g(y)dy, c2 =
c1
5d
.

两边对 k 求和：

ˆ
Rd

f(x)dµ∗ ≥
∞∑
k=1

ˆ
Qk

f(x)Mg(x)dx ≥ c2α

ˆ
∪kQ

∗
k

g(y)dy,

≥ c2α

ˆ
{x∈Rd|Mf(x)>3dC0α}

g(y)dy.

所以我们就有

ˆ
Rd

f(x)dµ∗ ≥ c3α

ˆ
{x∈Rd|Mf(x)>α}

g(y)dy c3 =
c2

3dC0

.

即 ˆ
Rd

f(x)dµ∗ ≥ c3αµ{x ∈ Rd |Mf(x) > α}.

到这⾥为⽌我们就完整的证明了极⼤算⼦的对偶性，特别指出的是在

E.M.Stein 的论⽂ [7] 中，他使⽤的⽅法稍显复杂，这⾥的⽅法为我⾃⼰的⼀种

简单的证明⽅法.
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3 奇异积分

3.1 Calderón-Zygmund算子

在奇异积分理论中对于 Calderón-Zygmund 奇异积分算⼦的定义各种各样，但

⽆⾮是为了保证它在某些函数空间定义的有意义和 Lp 的有界性，由于我在后⾯

应⽤中的需求我这⾥这样定义 Calderón-Zygmund 奇异积分算⼦ (这⾥我们默认

Bochner 积分的理论):

定义 3.1.1 H1,H2 为两个 Hilbert 空间，记 H2
1 为 H1 到 H2 的有界线性泛函空间

B(H1,H2)，存在⼀个取值在H2
1 的局部可积函数K(x),且任意 f ∈ L2(Rd;H1), K ∗

f(x)⼏乎处处有意义，这时定义作用在 L2(Rd;H1) ∩ Lp(Rd;H1)的算⼦

Tf(x) =

ˆ
Rd

K(x− y)f(y)dy. (3.1)

若 T 算⼦满⾜下面的 (2.9),并且是 L2(Rd;H1)到 L2(Rd;H2)的有界线性算⼦，就

称 T 为⼀个 Calderón-Zygmund奇异积分算⼦.

B := sup
y ̸=0

ˆ
|x|>2|y|

∥K(x− y)−K(x)∥dx < +∞. (3.2)

定理 3.1.1 所有如定义??的 Calderón-Zygmund算⼦都是 L1(Rd;H1)∩Lp(Rd;H1)到

Lp(Rd;H2)的有界算⼦，故⽽可以延拓为 Lp(Rd;H1)到 Lp(Rd;H2)的有界线性算

⼦.

证明. 先证明 p ∈ (1, 2) 时的有界性，由插值定理，只需要证明 T 的弱 (1,1) 形式

这⾥依然采取 Calderón-Zygmund 分解，∀α > 0, Rd = Ω ∪ F, Ω = ∪kQk

∥f(x)∥ ≤ α a.e. x , α <
1

m(Qk)

ˆ
Qk

∥f(x)∥dx ≤ Cα.

这时我令

g(x) =


f(x), x ∈ F,

1
m(Qk)

´
Qk
f(x)dx, x ∈ Qk,

(3.3)
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b(x) = f(x)− g(x).

易知
ˆ
Qk

b(x)dx = 0 ,

ˆ
Qk

∥b(x)∥dx ≤ C

ˆ
Qk

∥f(x)∥dx. (3.4)

我们有m{∥Tf(x)∥ > 2α} ≤ m{∥Tg(x)∥ > α}+m{∥Tb(x)∥ > α}, 且
ˆ
Rd

∥g(x)∥2dx,

=

ˆ
F

∥g(x)∥2dx+
∑
k

ˆ
Qk

∥g(x)∥2dx,

≤ α

ˆ
F

∥f(x)∥dx+
∑
k

1

m(Qk)
(

ˆ
Qk

∥f(x)∥dx)2,

≤ Cα(

ˆ
F

∥f(x)∥dx+
∑
k

ˆ
Qk

∥f(x)∥dx) = Cα∥f∥1.

我们就得到了第⼀项的估计：m{∥Tg(x)∥ > α} ≤ C
∥g∥22
α2 ≤ C

α
∥f∥1 , 接下来

我们估计第⼆项，由于函数 b(x) 的⽀撑集在 Ω 上，且 m(Ω) ≤ C
α
∥f∥1, 我们只考

虑上特定的点 x, ⾸先我们再次将每个 Qk 以中⼼扩⼤ 4
√
d + 1 倍, 记作 Q∗

k，这

时 ∀x ∈ Q∗
k
C , |x − y| > 2|y − y0| ∀y, y0 ∈ Qk，令 Ω∗ = ∪kQ

∗
k, F

∗ = Ω∗C 这时

m(Ω∗) ≤ Cd

α
∥f∥1,Cd 只与维数 d 有关. 利⽤ (2,2) 式我们可得,∀x ∈ F ∗, 固定⼀个

yk ∈ Qk:

Tb(x) =
∑
k

ˆ
Qk

K(x− y)b(y)dy =
∑
k

ˆ
Qk

(K(x− y)−K(x− yk))b(y)dy.

ˆ
F ∗

∥Tb(x)∥dx ≤
∑
k

ˆ
Qk

∥b(y)∥dy
ˆ
F ∗

∥K(x− y)−K(x− yk)∥dx,

≤
∑
k

ˆ
Qk

∥b(y)∥dy
ˆ
Q∗

k
C

∥K(x− y)−K(x− yk)∥dx,

≤
∑
k

ˆ
Qk

∥f(y)∥dy
ˆ
|x−y|>2|y−yk|

∥K(x− y)−K(x− yk)∥dx,

≤ B
∑
k

ˆ
Qk

∥f(y)∥dy ≤ B∥f∥1.

这时我们就得到了第⼆项的估计

m{∥Tb(x)∥ > α} ≤ m{x ∈ F ∗ ∥Tb(x)∥ > α}+m(Ω∗),

≤ 1

α

ˆ
F ∗

∥Tb(x)∥dx+m(Ω∗),
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≤ B + Cd

α
∥f∥1.

⾄此我们就证明了 Calderón-Zygmund奇异积分算⼦的 Lp, p ∈ (1, 2)的有界性，

即 ∥Tf∥p ≤ C∥f∥ p > 2 时我们利⽤ Lp 空间的对偶性，即 ∥f∥p 是所有具有紧⽀集

的 Lq(Rd;H1) 函数 h(x), 且 ∥h∥q = 1 作⽤的上确界，1
p
+ 1

q
= 1, 所以当 p > 2 时

q < 2，

∥Tf∥p = sup
h

ˆ
Rd

Tf(x)h(x)dx = sup
h

ˆ
Rd

ˆ
Rd

K(x− y)f(y)h(x)dydx,

= sup
h

ˆ
Rd

ˆ
Rd

K(x− y)h(x)dxf(y)dy,

≤ sup
∥Th∥q≤C

ˆ
Rd

Th(y)f(y)dy ≤ C∥f∥p.

⾄此，我们就证明了定理 2.3. □

例 3.1.1 (Littlewood-Paley算子) 学过⼴义函数的⼈都应该了解施瓦茨函数空间，这

里就不定义了，记 Rd 上的施瓦茨空间为 S (Rd)。对于 f ∈ S (Rd)，我们定义

Littlewood-Paley算⼦ Pk：

F (Pkf(x))(ξ) = ψ(
ξ

2k
)F (f(x))(ξ).

其中 F 是傅立叶变换，以后简记 F (f(x))(ξ)为 f̂(ξ). ψ 的定义如下，令 ϕ(x)是

χB(0,1+ε)(ξ)的磨光，即 ϕ(x)满⾜，在 {|ξ| ≤ 1}上恒为 1，在 {|ξ| > 2}上恒为零，

且是⼀个光滑的函数，恒小与等于 1.令 ψ(ξ) := ϕ(2ξ)− ϕ(ξ),这时显然有

suppψ(
ξ

2k
) ⊆ {2k−1 < |ξ| < 2k+1}, (3.5)

l∑
k=−∞

ψ(
ξ

2k
) = ϕ(

ξ

2l
),

+∞∑
k=l

ψ(
ξ

2k
) = 1− ϕ(

ξ

2l−1
),

∑
k∈Z

ψ(
ξ

2k
) = 1, (3.6)

∑
k∈Z

P̂kf(ξ) = f̂(ξ),
∑
k∈Z

Pkf(ξ) = f(ξ). (3.7)

注意到 Pkf 依然是施瓦茨函数，有很好的光滑性，所以（3.7）式是逐点成立的.

同时 Pkf(x) =
´
Rd F−1(ψ( ξ

2k
))(x − y)f(y)dy 是⼀个卷积算⼦，然后我们构造从

L2(Rd)到 L2(Rd, ℓ2)的 Calderón-Zygmund奇异积分算⼦L f(x) = K ∗ f(x)，其中

K(x) = (F−1(ψ( ξ
2k
))(x))k∈Z = (2dkψ̂(2kx))k∈Z,下面证明K ∗ f ∈ L2(Rd, ℓ2)对于任
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意的 f ∈ L2(Rd) ∩ S (Rd),且可延伸为对任意 f ∈ L2(Rd)，并且 L 是 2.3定义的

Calderón-Zygmund奇异积分算⼦.

ˆ
Rd

∥K ∗ f(x)∥2dx =

ˆ
Rd

∑
k∈Z

(F−1(ψ(
ξ

2k
)f̂(ξ))(x))2dx,

=
∑
k∈Z

ˆ
Rd

(F−1(ψ(
ξ

2k
)f̂(ξ))(x))2dx,

=
∑
k∈Z

ˆ
Rd

(ψ(
x

2k
)f̂(x))2dx =

ˆ
Rd

∑
k∈Z

(ψ(
x

2k
)f̂(x))2dx,

=
∑
k∈Z

ˆ
2k<|x|≤2k+1

(ψ(
x

2k
)2 + ψ(

x

2k+1
)2)f̂(x)2dx ≤ 2∥ψ∥∞∥f∥2.

(3.8)

由 Bochner函数空间的求导⽅法，

∀x ∈ Rd ∂iK(x) = (2dk+khi(2
kx))k∈Z.

令

hi := ∂iψ̂ ∈ S (Rd),

由施瓦茨函数空间的定义，

∃ C1, C2, |hi(x)| ≤ C1, |xd+2hi(x)| ≤ C2.

最后，

∥∂iK(x)∥2 =
∑
k∈Z

22(d+1)khi(2
kx)2 =

∑
k≤ln 1

x

22(d+1)khi(2
kx)2 +

∑
k>ln 1

x

22(d+1)khi(2
kx)2,

≤ C2
12

2(d+1)kln 1
x +

∑
k>ln 1

x

22(d+1)k C2
2

22(d+2)kx2(d+2)
= (C2

1 + C2
2)

1

x2(d+1)
.

(3.9)

所以我们得到：

∥∇K(x)∥ ≲ 1

x(d+1)
. (3.10)

由路径微积分公式K(x)−K(y) = (x−y)
´ 1

0
∇K(x− t(x−y))dt,易知（2.9）式可由

（2.17）式简单推出，故⽽我们证明了从 Lp(Rd,R)到 Lp(Rd, ℓ2)的 Littlewood-Paley

算⼦L 的有界性.

在后⾯的乘⼦定理中，我们需要这个算⼦来证明.

- 20 -



Hardy-Littlewood 极⼤算⼦及其应⽤

3.2 齐型核算子的有界性

这 ⼀ 节 我 们 介 绍 具 有 齐 性 的 Calderón-Zygmund 奇 异 积 分 算 ⼦， 即

K(ax) = 1
ad
K(x) ∀x ∈ Rd, a > 0, 这时我们记 K(x) = Ω(x)

|x|d , 则 Ω(ax) = Ω(x)，即 Ω

的值完全由单位球⾯上的值决定.

最出名的齐性算⼦应该就是 Hilbert 算⼦了，Hilbert 算⼦是 d 取 1，Ω(x) =

sgn(x), 即

Hf(x) =

ˆ
1

x− y
f(y)dy.

但显然这个积分对于⼤部分 f(x) 是不存在的，这个卷积核 K(x) = 1
x
甚⾄都不是

局部可积的. 所以我们这⾥要引进柯西主值定义的 Calderón-Zygmund 奇异积分算

⼦

定理 3.2.1 若

∥K(x)∥ ≲ 1

|x|d
, (3.11)

B := sup
y ̸=0

ˆ
|x|>2|y|

∥K(x− y)−K(x)∥dx < +∞, (3.12)

ˆ
R1<|x|≤R2

K(x)dx = 0, ∀ 0 < R1 < R2, (3.13)

这时对 f(x) ∈ Lp(Rd;H1)), p > 1定义

Tεf(x) :=

ˆ
|y|>ε

f(x− y)K(y)dy, (3.14)

则

sup
ε

∥Tεf∥p ≲ ∥f∥p.

且 Tεf(x)同时⼏乎处处与 Lp收敛到⼀个极限函数，记这个极限函数为 Tf(x).

这个定理的证明见 E.M.Stein的奇异积分和函数的可微性 [1] ⼀书中的 35，46 页

的定律 2，5 和 66 页的引理. 这⾥就中不做证明了.

这时我们就可以如下的定义 Hilbert 奇异积分算⼦了

Hf(x) = lim
ε→0

ˆ
|t|>ε

f(x− t)

t
dt.
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并且由定理 3.2.1 知它是 Lp 有界的.

在这⾥我还是想具体写⼀下引⾔中的⽤解析函数证明 Hilbert 变换的 Lp 有界

性的过程，即如何利⽤ (1.1) 式和 ∥Hf∥p ≤ Cp∥f∥p(Cp 为只与 p 有关的常数) 推出

∥Hf∥2p ≲ ∥f∥2p 的.

证明. 由 (1.1) 式和如下不等式

(a+ b)p ≤ max{2p−1, 1}(ap + bp) ≤ 2p(ap + bp) a, b ≥ 0, p > 0

得到： ˆ
R
|Hf |2pdm ≤ 2p

ˆ
R
|f |2pdm+ 2p∥H(fHf)∥pp,

≤ 2p
ˆ
R
|f |2pdm+ Cp

p2
p∥fHf∥pp.

(3.15)

这时利⽤ Hölder 不等式和均值不等式 2
√
ab ≤ λa+ b

λ
a, b, λ > 0 我们得到:

∥fHf∥pp =
ˆ
R
|fHf |pdm ≤

√ˆ
mR

|f |2pdm
ˆ
R
|Hf |2pdm,

≤ λ

ˆ
mR

|f |2pdm+
1

λ

ˆ
R
|Hf |2pdm.

取 λ = 2p+1Cp
p , 令 Bp = 2pCp

p2
p+1Cp

p + 2p 为只与 p有关的常数，这时带⼊ (3.15) 式

得，
ˆ
R
|Hf |2pdm ≤ Bp

ˆ
R
|f |2pdm+

1

2

ˆ
R
|Hf |2pdm.

移项再取 1/2p次⽅，就得到了最后的结果

∥Hf∥2p ≲ ∥f∥2p.

下⾯我们证明⼀个引理

引理 3.2.1 令 y 是 Rd 单位球上的⼀个元素，定义作用在 Lp, p > 1上的线性算⼦

Hy
ε 如下

Hy
ε f(x) =

ˆ
|t|>ε

f(x− yt)

t
dt,

则

sup
f∈Lp,ε>0,y∈Sd−1

∥Hy
ε f∥p
∥f∥

<∞. (3.16)

即 ∥Hy
ε f∥p ≤ C∥f∥p常数 C 与 ε, y⽆关.
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证明. 由 f ∈ Lp 可知⼏乎处处的 (x2, x3, ..., xd) 有 f(x1, x2, .., xd) ∈ Lp(Rx1)，故这

个算⼦是有意义的. 当 y0 = (1, 0, 0..., 0) 时，有

Hy0
ϵ f(x) =

ˆ
|t|>ϵ

f(x1 − t, x2, ..., xd)

t
dt.

由 Hilbert 算⼦的有界性知，存在⼀个与 ϵ ⽆关的常数 C,
´
R ∥H

y0
ϵ f(x)∥pdx1 ≤

C
´
R ∥f(x1, ..., xd)∥dx1, 再对剩下的 d− 1 维积分就有 ∥Hy0

ε f∥p ≤ C∥f∥p

对于其他 y ∈ Sd−1，存在⼀个正交变换 ρ使得 ρy = y0，这时令 g(x) = f(ρ−1x),

就有

Hy
ε f(x) =

ˆ
|t|>ε

g(ρx− ρyt)

t
dt =

ˆ
|t|>ε

g(ρx− y0t)

t
dt.

我们就可以得到 ∥Hy
ε f(ρ

−1x)∥p ≤ C∥g(x)∥p, 做变量替换后就得到我们的结果

∥Hy0
ε f∥p ≤ C∥f∥p. □

引理 3.2.2 任意 f ∈ Lp

lim
ε→0

sup
0<ε1,ε2<ε,y∈Sd−1

∥Hy
ε1
f −Hy

ε2
f∥p = 0. (3.17)

证明. ⾸先对 g ∈ C∞
0 (Rd) 令 ρg(x) := g(ρx)，A := sup|∇g(x)| < +∞, 我们有

|Hy
ε1
(ρg)(ρ−1x)−Hy

ε2
(ρg)(ρ−1x)| = |

ˆ
ε1≤|t|≤ε2

g(x1 − t, x2, ..., xd)

t
dt|,

=|
ˆ
ε1≤|t|≤ε2

g(x1 − t, x2, ..., xd)− g(x1, x2, ..., xd)

t
dt|,

≤2A|ε1 − ε2| ≤ 4Aε.

这时就有
ˆ
Rd

|Hy
ε1
(ρg)(ρ−1x)−Hy

ε2
(ρg)(ρ−1x)|dx ≤ 4Am(supp(g))ε,

就得到了，

lim
ε→0

sup
0<ε1,ε2<ε,y∈Sd−1

∥Hy
ε1
g −Hy

ε2
g∥p = 0.

同时对任意⼩的 δ > 0, 总存在⼀个紧⽀集光滑函数 g(x) 使得 ∥f − g∥p ≤ δ, 这时

sup
0<εi<ε,y∈Sd−1

∥Hy
εi
f −Hy

εi
g∥p ≤ Cδ,

继⽽，

lim sup
ε→0

sup
0<ε1,ε2<ε,y∈Sd−1

∥Hy
ε1
f −Hy

ε2
f∥p ≤ 2Cδ,

最后令 δ 趋于零就得到了想要的结果. □
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定理 3.2.2 对所有的奇的齐性核奇异积分算⼦ (即 Ω(−x) = −Ω(x))，Tεf(x) =´
|y|>ε

Ω(y)
|y|d f(x − y)dy, 如果满⾜

´
Sd−1 |Ω(x)|dS(x) < +∞, 则 T := limε→0 Tεf 在

Lp意义下存在,且是 Lp有界算⼦.

证明. 可以先在球⾯上积分，然后再径向积分注得到：

Tεf(x) =

ˆ +∞

ε

dt

td

ˆ
∂B(0,t)

Ω(y)f(x− y)dSt(y),

其中 dSt 是半径为 t得单位球表⾯ ∂B(0, t) 上的标准勒贝格测度，令 dS 为单位球

⾯ Sd−1 上的标准勒贝格测度，就有 dSt = td−1dS, 于是就进⼀步有

Tεf(x) =

ˆ +∞

ε

dt

t

ˆ
Sd−1

Ω(ty)f(x− ty)dS(y),

=

ˆ
Sd−1

Ω(y)

ˆ +∞

ε

f(x− ty)

t
dtdS(y),

=
1

2

ˆ
Sd−1

Ω(y)Hy
ε f(x− y)dS(y).

(3.18)

利⽤ Bochner 积分理论和（2.22）式得

∥Tεf∥p ≤
1

2

ˆ
Sd−1

|Ω(y)|∥Hy
ε f(x− y)∥Lp(x)dS(y),

≲
ˆ
Sd−1

|Ω(y)|∥f∥pdS(y) ≲ ∥f∥p.
(3.19)

再利⽤ (2.23) 式和 (2.24) 式最后⼀个等式得到

T := lim
ε→0

Tεf,

在 Lp 意义下存在, 最后由于（2.25）式与 ε⽆关，得到 ∥Tf∥p ≲ ∥f∥p. □
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4 应用

4.1 Littlewood-Paley定理和乘子定理

在例⼦ 2.2 中我们介绍了 Littlewood-Paley 算⼦，下⾯我们介绍 Littlewood-

Paley 定理:对任意 f ∈ Lp(Rd),

∥(
∑
k∈Z

|Pkf |2)
1
2∥p ≍ ∥f∥p. (4.1)

在之前的例⼦中我们已经证明了 Littlewood-Paley 算⼦的有界性，故⽽证明

（4.1）式只需要证明

∥(
∑
k∈Z

|Pkf |2)
1
2∥p ≳ ∥f∥p. (4.2)

这⾥我们主要利⽤共轭算⼦，Littlewood-Paley 算⼦ L 从 Lp(Rd,R) 到 Lp(Rd, ℓ2)

有界，并且 L f(x) = (Kk ∗ f(x))k∈Z, Kk(x) = 2dkψ̂(2kx), 对于他们两个

共轭空间中稠密⼦集中的元素 G ∈ L2(Rd, ℓ2) ∩ Lq(Rd, ℓ2), f ∈ L2(Rd,R) ∩

Lq(Rd,R) 有 ⟨L ∗G, f⟩ = ⟨G,L f⟩ =
∑

k∈Z ⟨Gk, Kk ∗ f⟩ =
∑

k∈Z ⟨Kk ∗Gk, f⟩ =⟨∑
k∈ZKk ∗Gk, f

⟩
，这样就可以得出 Littlewood-Paley 算⼦的共轭算⼦的解析表达

式 L ∗G =
∑

k∈ZKk ∗Gk. 由简单的泛函知识可得⼀个有界线性算⼦的共轭算⼦也

是有界的即

∥L ∗G∥p ≲ ∥G∥p,

这时考虑算⼦ L̃ , L̃ f(x) = ((Pk+2 + Pk+1 + Pk + Pk−1 + Pk−2)f(x))k∈Z. 易得

(Pk+2 +Pk+1 +Pk +Pk−1 +Pk−2)Pkf = Pkf 这时⾃然就令 Gk = Pkf , 就有 L̃ ∗G =∑
k∈Z Pkf = f a.e. 这样就证明了 (4.2) 式，Littlewood-Paley 定理也就被证明，接

下来我们利⽤这个⽅法证明乘⼦定理.

定理 4.1.1 (乘子定理) 称算⼦ Tm 为⼀个乘⼦算⼦，若它是定义在 L2(Rd,R) ∩

Lp(Rd,R) (p > 1) 上面形如 T̂mf := mf̂ 的算⼦，特别的当 m(ξ) 性质很好时乘
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⼦算⼦就是卷积算⼦.若⼀个光滑的乘⼦算⼦满⾜下面的（3.3）

|∇jm(ξ)| ≲ |ξ|−j, ∀d+ 3 > j ⩾ 0, (4.3)

则这个算⼦是 Lp有界线性算⼦.

证明. 考虑卷积核 Kk(x) = F−1(ψ( ξ
2k
)m(ξ))(x) = 2dk

´
Rd ψ(ξ)m(2kξ)ei2

kxξdξ, 这时

就有 xd+2∇Kk(x) ≍ 2−k
´
Rd ξψ(ξ)m(2kξ)∇d+2

ξ (ei2
kxξ)dξ, 利⽤分部积分就可以得到

类似（2.35）的结果，即

|x|d+2|∇Kk(x)| ≲ 2−k

ˆ
Rd

d+2∑
a=0

Ca
d+2|∇d+2ξψ(ξ)|2ak|∇am(2kξ)|dξ,

结合（4.3）式就得到了 |∇Kk(x)| ≲ 2−k 1
|x|d+2，对 Kk(x) 的解析式直接两边取绝

对值就得到了 |Kk(x)| ≲ 2dk, 这样再利⽤（2.37）的⽅法就可以得到对于乘⼦算

⼦ P̃k := PkTm 有 ∥
∑

k P̃kGk∥p ≲ ∥G∥p, 这时再取 Gk =
∑k+2

k−2 Pkf 有 P̃kGk =

TmPkGk = TmPkf = PkTmf , 即
∑

k∈Z P̃kGk = Tmf , 最后我们就利⽤（4.1）式得到

∥Tmf∥p = ∥
∑
k∈Z

P̃kGk∥p ≲ ∥(
∑
k∈Z

|Gk|2)
1
2∥p ≲ ∥f∥p,

乘⼦定理到此得证. □

注: 由 Littlewood-Paley 定理知定义在施瓦茨函数空间的算⼦如果满⾜（4.3）式，

乘⼦定理的结论也是成立的.

在函数的运算中，相⽐于卷积我们往往更喜欢单纯的乘法，⽽且两个函数的卷积

我们很难⼀下看出结果是什么样⼦的，这就凸显了乘⼦定理的优越性。并且乘⼦

的计算很简单，⽐如说定义算⼦ ∆
α
2 如下，f(x) 为有界 Lipschitz 函数时易知该定

义有意义，

∆
α
2 f(x) :=

ˆ
Rd

f(x+ y)− f(x)

|y|d+α
dy,

这时只⽤把 f(x) 看作 L2 或是施⽡茨函数来直接做傅⽴叶变换

∆̂
α
2 f(ξ) =

ˆ
Rd

eiyξ − 1

|y|d+α
dyf̂(ξ) = C|ξ|αf̂(ξ),

当然这个时候这个算⼦是不满⾜乘⼦定理的，然⽽我再定义⼀个算⼦ (I−∆)−
α
2 ，

(I−∆)−
α
2 g(x) := F−1(

1

(1 + |ξ|2)α
2

ĝ(ξ)),
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这时我们都假设定义域是施⽡茨函数空间，最后再利⽤稠密性推⼴到Lp 上⾯.这时

若 α > 0,乘⼦m(ξ) = |ξ|α

(1+|ξ|2)
α
2
就符合了（4.3）式这时我们就有 ∥(I−∆)−

α
2 ∆

α
2 f∥p ≤

∥f∥p,如果我们定义函数空间Hα,p := (I−∆)−
α
2 (Lp) = {f ∈ S ∗ | (I−∆)

α
2 f ∈ Lp},

其中 S ∗ 为⼴义函数空间，范数定义为 ∥f∥α,p := ∥(I−∆)
α
2 f∥p. 再利⽤施⽡茨函数

在 Hα,p 的稠密性就可以得到

∥∆
α
2 f∥p ≤ ∥f∥α,p. (4.4)

上⾯的算⼦ ∆
α
2 就是 α 稳定过程的⽣成⼦，（4.4）式可以说是 α 稳定过程与 Hα,p

空间的相互刻画，接下来再介绍⼀个乘⼦定理的应⽤.

推论 4.1.1 存在⼀个只与维数有关的常数 C, 对于光滑的紧支集函数 u(x)

∥∂i∂u∥p ≤ C∥∆u∥p,即

∥∇2u∥p ≲ ∥∆u∥p. (4.5)

证明. 令 T̂ f(ξ) =
ξiξj
|ξ|2 f̂(ξ), 易知这个算⼦是满⾜乘⼦定理的算⼦，所以我们有

∥Tf∥p ≲ ∥f∥p, 再让 f = ∆u 这时 T̂ f(ξ) = ξiξjû(ξ) = F (∂i∂ju)(ξ), 所以就得到

T∆u = ∂i∂ju，然后推论 4.1.1 得证. □

推论??有趣的地⽅在于⼀个⼆阶微分算⼦可以被对⾓元的元素和控制，这个

结论使得在做 PDE 的先验正则估计时只对函数的 Laplace 做即可.

4.2 极大函数与局部估计

这⾥主要是展⽰⼀个⽤极⼤函数估计局部连续性的结果.

定理 4.2.1 若函数 f(x)⼀阶可微，且 ∇f 局部可积,则任意的 x, y都有

|f(x)− f(y)| ⩽ 2d|x− y|(M |∇f |(x) +M |∇f |(y)). (4.6)

证明. ⾸先 f(x+ z)− f(x) = z
´ 1

0
∇f(x+ tz)dt, 得

|f(x+ z)− f(x)| ≤ |z|
ˆ 1

0

|∇f(x+ tz)|dt.

´
∂B(0,s)

|f(x+ z)− f(x)|dSs(z) ≤ s
´ 1

0

´
∂B(0,s)

|∇f(x+ tz)|dSs(z)dt = s
´ 1

0
1

td−1´
∂B(0,ts)

|∇f(x+ z)|dSts(z)dt.
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这时对任意的 r > 0,

ˆ
B(0,r)

|f(x+ z)− f(x)|dz =
ˆ r

0

ˆ
∂B(0,s)

|f(x+ z)− f(x)|dSs(z)ds,

≤
ˆ r

0

s

ˆ 1

0

t1−d

ˆ
∂B(0,ts)

|∇f(x+ z)|dSts(z)dtds,

=

ˆ 1

0

t−1−ddt

ˆ tr

0

s

ˆ
∂B(0,s)

|∇f(x+ z)|dSs(z)ds,

≤
ˆ 1

0

t−1−dtrdt

ˆ tr

0

ˆ
∂B(0,s)

|∇f(x+ z)|dSs(z)ds,

=

ˆ 1

0

r

td

ˆ
B(0,t)

|∇f(x+ z)|dzdt,

= rd
ˆ r

0

1

td

ˆ
B(0,t)

|∇f(x+ z)|dzdt.

随即得到

 
B(o,r)

|f(x+ z)− f(x)|dz ≤
ˆ r

0

 
B(0,t)

|∇f(x+ z)|dzdt ≤ rM∇f(x).

对于 ∀x, y ∈ Rd ，取 r = |x− y|, 利⽤m(B(a, 2r)) = 2dm(B(b, r)) 随即得到：

f(x)−f(y) =
 
B(x+y

2
, r
2
)

f(x)−f(y)dz =
 
B(x+y

2
, r
2
)

f(x)−f(z)dz+
 
B(x+y

2
, r
2
)

f(z)−f(y)dz,

|f(x)− f(y)| ≤
 
B(x+y

2
, r
2
)

|f(x)− f(z)|dz +
 
B(x+y

2
, r
2
)

|f(z)− f(y)|dz,

≤ 2d(

 
B(x,r)

|f(x)− f(z)|dz +
 
B(y,r)

|f(z)− f(y)|dz),

≤ 2dr(M∇f(x) +M∇f(y)) = 2d|x− y|(M |∇f |(x) +M |∇f |(y)).

到此得证，这个⽤极⼤函数估计局部的⽅法在证明⽅程唯⼀性时⼗分好⽤，尤

其是当系数函数 f(x) 不是 lipschtize，⽽是有⼀定可积性的时候.

4.3 一个小结果

在引理 (2.1) 中对极⼤算⼦弱（1，1）形式估计的常数 C 是 15dC0，⼀般在⽤

维塔利覆盖的证明中也要要求 C = 5d，我结合 Calderón-Zygmund 分解与勒贝格测

度的正则性把这个常数改为了 C = 2d
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推论 4.3.1 当函数 f(x)可积时，对于任意的 α > 0,有

m({Mf > α}) ≤ 2d

α
∥f∥1. (4.7)

证明. 同样使⽤覆盖定理，令Eα = {Mf > α}, Fk = Eα∩B(0, k),∀x ∈ Fk, ∃rx > 0

使得
ffl
B(x,rx)

|f |dm > α再令 F r
k = {x ∈ Fk rx ≤ r}, 则

Eα = ∪k ∪n F
n
k , (4.8)

取 N1 = sup{rx x ∈ F n
k }, 这时 N ≤ n < ∞, 然后 ∀1 > ϵ > 0 ∃x1 ∈ F n

k N1 − ϵN1 <

r1 ≤ N1, 令 F n
k,1 = {x ∈ F n

k , B(x, rx) ∩ B(x1, r1) = ∅}，其中 r1 := rx1 后⾯⼀

样，这时 ∀x ∈ F n
k − F n

k,1 ⇒ x ∈ 2N1

N1−ϵN1
B(x1, r1), 再令 N2 = sup{rx, x ∈ F n

k,1}

同样，就 ∃x2 ∈ F n
k,1 使得 N2 − ϵN2 < r2 ≤ N2，类似的构造 F n

k,2 就有 F n
k,1 −

F n
k,2 ⊂ 2N2

N2−ϵN2
B(x2, r2)，然后依次找出 x3, x4, ...., xm, ...,因为m(Fk) ≤ m(B(0, k)) <

+∞, 所以就有 rn → 0 当 n 趋于⽆穷的时候，即 Nn → 0 也是成⽴的，所以若

∀i = 1, 2, ... x /∈ F n
k,i, 就有 rx = 0，显然是不可能的. 所以就有 F n

k = ∪i(F
n
k,i −

F n
k,i+1), F

n
k,0 = F n

k ，注意这可数个球 {B(xi, ri)}i 是不相交的，这时就有

m(F n
k ) ≤

+∞∑
i=1

(
2Ni

Ni − ϵNi

)dm(B(xi, ri)), (4.9)

= (
2

1− ϵ
)d

+∞∑
i=1

m(B(xi, ri)), (4.10)

≤ (
2

1− ϵ
)d
1

α

+∞∑
i=1

ˆ
B(xi,ri)

|f |dm, (4.11)

≤ (
2

1− ϵ
)d
1

α
∥f∥1. (4.12)

最后令 ϵ趋于零，并结合（4.8）式, 我们就得到了推论 3.2 的结果. □

但是我这个⼩结果只能作为⼀个锻炼思维的思考的体现，因为关于这个常数最

优估计的问题已经有⼈研究过，并且⽐我的结果要好的多，或者说是本质上的改

进，我们可以看到这个常数⽆论是 15d, 还是 5d, 或是 2d 都是与维数有关的，所以

如果我们不再考虑函数 f(x), ⽽是考虑泛函 f(x(·)) 即定义域 x(t) 是⼀个⽆穷维的

函数空间，这时这个常数将变为⽆穷。不过⽬前已经有结果证实

∥Mf∥p ≤ Ap∥f∥,
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这个常数 Ap 是与维数⽆关的，相见⽂献 [6]，这时我们就可以尝试把有限维的极

⼤函数或者是奇异积分算⼦推⼴的⽆穷维上⾯去，特别的，可以推⼴到 Wiener 空

间中去。但是这之中也有⼀些问题的存在，⽐如说⽆穷维空间不再存在勒贝格测

度，并且布朗运动定义的Wiener测度也并不是 doubling 的，这时再利⽤ Calderón-

Zygmund 分解时，就必须要更⼩⼼，因为并不是所有的集合都是可以界住⼆倍集

的，所以⽆限维空间的奇异积分仍是我们可以研究的⼀个课题.
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