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论文创新点

本学位论文的主要创新点在于:
1. 通过适当定义动理学 Hölder 空间建立动理学方程的 Schauder 估计以及各种动理
学算子情形下的交换子估计，我们将拟控制计算理论推广到了退化的动理学算子

情形. 其中的主要困难是动理学算子含有传输项 v · ∇x，从而导致其算子半群 Pt

与 ∇v 不可交换. 特别地，动理学算子半群不是卷积算子. 为此，我们通过引入动
理学 Hölder 空间得到经典的 Schauder 估计，进一步使用 [57] 中的技巧证明交换
子估计.

2. 我们计算了动理学算子影响下噪声项的重整化，并给出了刻画其奇异性指标的一
般条件. 其中有趣的是零阶 Wiener 混沌项是关于速度变量 v 的函数，并不像经

典热方程时的常数，并且这个零阶项函数生活在带权各向异性 Besov 空间中.
3. 本学位论文考虑了全空间上的奇异动理学方程，其中噪声生活在带权空间中，从
而导致原方程存在权重损失问题. 因此，为了得到方程解的适定性，我们不能直
接使用不动点定理. 为了克服该困难，Harier 和 Labbé 在 [53] 中提出了指数权的
方法，继而得到了指数增长的解. 为了得到多项式增长的解，我们建立了关于拟
控制解的局部化理论，并基于 [114] 中的局部化方法，直接证明了多项式增长拟
控制解的存在唯一性. 需注意的是，即使在 [114] 中，作者在证明解的唯一性时也
使用了指数权的方法.

4. 在考虑奇异动理学平均场方程非线性鞅问题解的适定性时，我们利用 Krylov 估
计得到了逼近方程的一致矩估计，从而证明了胎紧性和解的存在性；唯一性方面，

我们采用了 [94] 中 Girsanov 变换的方法.
5. 在考虑非线性动理学 Fokker-Planck 方程时，我们使用了熵方法给出了质量守恒，
能量估计和熵估计. 关于这类带有奇异噪声的方程，据我们所知这是首次. 其中
我们考虑了线性化方程，并得到光滑系数线性方程的一致估计，最后利用线性方

程解的唯一性给出原奇异非线性方程的先验估计.
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奇异动理学平均场随机微分方程

摘 要

本学位论文主要研究带有奇异环境噪声的动理学平均场随机微分方程. 我们首先

考察了带有奇异传输项的线性动理学方程，建立了动理学框架下的拟控制计算理论.

该理论最早由 Gubinelli, Imkeller 和 Perkowski 在 [46] 中提出，基于此理论，我们得

到了奇异线性动理学方程的适定性. 其中，我们使用概率方法计算了有关高斯噪声在

动理学算子半群作用下的重整化. 有趣的是，此处的零阶 Wiener 混沌项并不如经典

情况下的常数，其为一个在 Besov 空间中良定的关于速度 v 的分布. 根据奇异线性

动理学方程的结果，我们定义并得到了带有奇异环境噪声动理学平均场随机微分方程

广义非线性鞅问题的唯一解. 此外，在合适的条件下，我们证明了奇异非线性动理学

Fokker-Planck 方程解的存在唯一性.

关键词: 动理学方程，拟控制计算，退化的平均场随机微分方程，Littlewood-Paley
分解.
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奇异动理学平均场随机微分方程

ABSTRACT

In this dissertation, we study the well-posedness of kinetic Mean-field SDEs with

singular environmental noise. To this end, we investigate singular kinetic equations on

R2d by the paracontrolled distribution method introduced in [46]. We develop paracon-

trolled calculus in the kinetic setting, and use it to establish the global well-posedness for

the linear singular kinetic equations. We also demonstrate how the required products

of Gaussian random field can be renormalized by probabilistic calculation. Interest-

ingly, although the terms in the zeroth Wiener chaos of regularization approximation

are not zero, they converge in suitable weighted Besov spaces and no renormalization

is required. As a result we obtain the well-posedness of nonlinear martingale problem

for kinetic Mean-field SDEs with singular drifts. Moreover, the global well-posedness

for a nonlinear kinetic Fokker-Planck equation with singular coefficients is obtained by

the entropy method.

Key words: Kinetic equations, Paracontrolled calculus, Degenerate mean-field
SDEs, Littlewood-Paley’s decomposition.
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主要记号

为了便于阅读以及不引起混淆, 对于大多数记号, 我们会在文中使用时具体说明.

同时, 我们也约定如下常用记号, 在后面的内容中, 我们有时会不加说明地直接使用.

基本运算符号

:= 定义为

≡ 恒等于

a ∨ b max(a, b)，定义为 a 和 b 中较大的数

a ∧ b min(a, b)，定义为 a 和 b 中较小的数

A ≲ B，A ≲c B 存在某不重要的常数 c > 0 使得 A ⩽ cB

A � B，A �c B 存在某不重要的常数 c > 0 使得 c−1B ⩽ A ⩽ cB

集合和空间

N 正整数集

N0 非负整数集

R 实数集

R+ 非负实数集

C 复数集

Rd d 维欧氏空间, 当 d = 1 时, 简记为 R

Rn × Rm 欧氏空间的笛卡尔乘积

Cb(Rd) Rd 上实值有界连续函数全体

Ck(Rd) Rd 上实值 k 阶连续可微函数全体

Ck
b (Rd) Rd 上实值有界 k 阶连续可微函数全体

C∞(Rd) Rd 上无穷次连续可微函数全体

C∞
b (Rd) Rd 上有界无穷次连续可微函数全体

C∞
c (Rd) Rd 上紧支撑无穷次连续有界可微函数全体
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C∞
0 (Rd) Rd 上无穷远处趋于 0 且有界无穷次连续可

微函数的全体

| · |a 各向异性指标 a 下的各向异性距离 (见正文

的 (2.1))

Ba
r := {x ∈ Rd | |x|a ⩽ r} 以原点为心, r 为半径的各向异性闭球

W 允许权空间 (见定义 2.1.1)

Pw 各向异性多项式权空间 (见正文的 (3.4))

Bs,a
p,q(ρ) 带权各向异性 Besov 空间 (见定义 2.1.3)

Cs
a(ρ) := Bs,a

∞,∞(ρ), Bs,a
p,q := Bs,a

p,q(1)

Cs
T,a(ρ) := L∞([0, T ];Cs

a(ρ)) Cs
a := Cs

a(1). 当 a = (1, .., 1) 时我们去掉上

述各向异性空间记号中的小角标 a

Sα
T,a(ρ), Sα

T,a := Sα
T,a(1) 动理学 Hölder 空间 (见定义 3.2.1)

Bα
T (ρ1, ρ2), Bα

T (ρ) 可重整化对空间 (见定义 4.1.1)

Ab,f
T,q(ρ1, ρ2), `bT (ρ) 可重整化对定义中的量，分别见正文的 (4.1)

和 (5.3)

Bα
T := Bα

T (1, 1) `bT = `bT (1), Ab,b
T,q =

∑d
i=1 A

b,bi
T,q (1, 1)

算子和映射

∂i 第 i 个方向上的偏导数

∇ = (∂1, .., ∂d) Rd 上的梯度算子

f̂，f̌ Fourier 变换和逆 Fourier 变换算子，见第

2.1.1 小节

Ra
j , R̃a

j block算子及其衍生算子，见正文的 (2.9)和

(2.10)

f ≺ g，f ◦ g，f � g Bony 仿积运算，见 (2.14); 有关的估计见引

理 2.2.1；f ≽ g := f � g + f ◦ g

com(f, g, h) := (f ≺ g) ◦ h− f(g ◦ h) 交换子算子，严格定义见引理 2.2.4

Lλ := ∂t − v · ∇x −∆v + λ 带有耗散量 λ ⩾ 0 的动理学算子

Γtz := (x+ tv, v), Γtf(z) := f(Γtz) 对所有的 z = (x, v) ∈ Rd ×Rd = R2d 和 R2d

上的可测函数 f 定义的推移算子
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Ptf := Γtpt ∗ Γ = Γt(pt ∗ f) 动理学算子半群，严格定义见正文的 (3.1)

Iλ := L −1
λ 动理学方程的预解算子，见正文的 (3.37)

[A1,A2]f := A1(A2f)− A2(A1f) 算子 A1 与 A2 之间的交换子

δhf(x) := f(x+ h)− f(x) 差分算子，并可以对任意的 k ∈ N递归地定

义 δ
(k)
h := δhδ

k−1
h

概率相关记号

P(E) 某个可测空间 E 上的所有概率测度组成的

空间，其中的拓扑由测度的弱收敛定义

a.e. 几乎处处

1A 集合 A 的示性函数

(Ω,F ,P) 完备概率空间

CT := C([0, T ];R2d) 从 [0, T ] 到 R2d 的连续函数全体组成的轨道

空间，其上的可测集由柱集生成

zt(ω) := (xt(ω), vt(ω)) := ωt ∀ω ∈ CT R2d 值的坐标过程，其中 xt, vt 为 Rd 值的坐

标过程

Bt := σ(zs, s ⩽ t) 轨道空间上的自然 σ-代数流

E 在本学位论文中指代抽象完备概率空间

(Ω,F ,P) 上的期望

EP 对于 P ∈ P(CT ), EP 为轨道空间基于概率测

度 P 的期望. 当没有歧义时，我们简记轨道

空间上的期望为 E.

此外, 除非特殊说明, 我们还使用如下约定:

• 设 Ω 是 Rd 上的区域, 对任意的 p ∈ [1,∞), 我们使用 Lp(Ω) 表示 Ω 上 p 阶可积

函数, Lp
loc(Ω) 表示 Ω 上 p 阶局部可积函数. 对 p = ∞, 我们使用 L∞(Ω) 表示 Ω

上的有界函数. 特别地, 记 Lp := Lp(Rd) 并赋予范数 ‖ · ‖p.

• 设 B 为一 Banach 空间, 对任意的 T > 0 记

L∞
T B := L∞([0, T ];B), L∞

loc(B) := ∩T>0L∞
T B, L∞

T := L∞([0, T ]× Rd).

• 在本学位论文，尤其是在绪论中，总是将 C−α−
a := ∪ε>0C−α−ε

a 和 C−α− :=

∪ε>0C−α−ε.
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• 本学术论文采用 Einstein 求和约定: 当一个指标成对出现时, 就表示遍历其取值

范围求和.

• 本论文中所出现的带指标或不带指标的常数 c 或 C, 在不同位置可能取值不同.
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奇异动理学平均场随机微分方程

第一章 绪论

本学位论文主要研究下面带有随机环境噪声的动理学平均场随机微分方程：

dXt = Vtdt, dVt = W (t, Zt)dt+ (K ∗ µXt)(Xt)dt+
√
2dBt, (1.1)

其中 Zt := (Xt, Vt) 代表了粒子的位置和速度，µXt 是 Xt 的分布，(Bt)t⩾0 是一个 d 维

标准布朗运动，其代表了某些粒子之间可能发生的碰撞等一些随机现象，K : Rd → Rd

为粒子之间的交互作用核函数，

K ∗ µ(t, x) :=
∫
Rd

K(x− y)µ(dy), ∀µ ∈ P(Rd).

对于某个 α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 T > 0，

W = (X1, · · · , Xd) ∈ (L∞
T C−α

a (ρ))d, (1.2)

是一个各个分量互相独立的高斯随机场，代表了系统中的环境噪声，一般为空间上的

白噪声或有色噪声. 这里的 ρ 是一个多项式权，C−α
a (ρ) 是带权各向异性 Besov 空间

(见定义 2.1.3). 这样的随机微分方程也被称作分布依赖的随机微分方程或是 McKean-
Vlasov 方程. 该模型最早由 McKean 在 [77] 中提出，其中以 Vlasov 方程为例，研究
了一类与非线性微分方程有关的马氏过程.
假设噪声 W 和交互核 K 都很光滑且对于任意的 t ⩾ 0, Zt 的分布关于勒贝格测

度有概率分布密度 u(t) = u(t, x, v)，由 Itô 公式，我们发现

∂tu = ∆vu− v · ∇xu− divv(Wu)−K ∗ 〈u〉 · ∇vu, u(0) = u0, (1.3)

其中 〈u〉(t, x) :=
∫
Rd u(t, x, v)dv 代表 t 时刻，x 处的质量分布，

K ∗ 〈u〉(t, x) :=
∫
Rd

K(x− y)〈u〉(t, y)dy.

这样带有 ∂t + v · ∇x 的模型被称为动理学方程. 动理学方程描述了电子、离子、分
子、天体或其他物质的分布函数 u(t, x, v) 关于时间的演化过程. 当没有环境噪声，即
W ≡ 0 时，动理学方程已经被广泛研究，常见的模型有 Boltzmann 方程 (参考 [18])、
Landau 方程 (参考 [70,71])、Vlasov-Poisson 方程 (参考 [13,72]) 等，且可应用于天体
物理学、航空航天工程、核工程、粒子-流体相互作用、半导体技术、社会科学和生物
学中的趋化现象，我们将在下面的第 1.1.1 小节展开关于动理学方程的介绍.

- 1 -
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同时，注意到W 并不是函数而是一个奇异的广义函数，从而导致(1.1)不能逐条轨
道定义，甚至 (1.3)在广义函数的意义下也不能定义，具体来说 Wu是不良定的. 该现
象也出现在诸如 KPZ 方程 (参见 [65])，Φ4 随机量子场论 (参见 [41]) 等模型中. 这种
方程被称为奇异随机偏微分方程. 为了给这类方程一个定义以及求解该方程，Hairer
和 Gubinelli-Imkeller-Perkowski分别在 [52]和 [46]中建立了正则结构理论和拟控制计
算. 此后这两类理论被应用到越来越多的模型中 (参考 [34,40,47,48,83–85]). 但是，除
了最近讨论 Lie 群上正则结构理论可行性的文章 [76] 之外，关于 (1.3) 这类非一致椭
圆的奇异随机偏微分理论还没有任何结果.

本学位论文的主要目标是建立随机动理学方程的拟控制计算并得到奇异平均场动

理学随机微分方程 (1.1)的适定性. 在本章中，我们将具体的给出动理学方程和奇异随
机偏微分方程的研究背景，并简单陈述本学位论文的主要工作、证明方法和工作安排.

1.1 研究背景

1.1.1 粒子系统和动理学方程

1.1.1.1 N 粒子系统和混沌传播

相互作用粒子系统是当下一个时期非常受关注的研究对象. 我们假设在空间 Rd

中有 N 个粒子，每个粒子 i，i = 1, 2, .., N，拥有两个观测量，分别为 t 时刻的位置

XN,i
t 和速度 V N,i

t . 设只有每两个粒子之间才有相互作用力 K，这个力通常是某些势能

的梯度，即对于势能 U : Rd → R+, K = ∇U . 在随机环境噪声 W 和可能出现的随机

现象的共同影响下，由牛顿第二定律我们有： dXN,i
t = V N,i

t dt, i = 1, 2, · · · , N,

dV N,i
t =

[
W (t, ZN,i

t ) + 1
N

∑
j ̸=iK(XN,i

t −XN,j
t )

]
dt+

√
2dBi

t,
(1.4)

其中的随机现象我们由完备滤波概率空间 (Ω,F ,P; (Ft)t⩾0) 上的一族独立同分布的布

朗运动 (Bi
t)i∈N 模拟且 ZN,i

t := (XN,i
t , V N,i

t ). 我们将会在下面的第 4.3 节中给出环境噪
声 W 的具体定义和需要满足的条件. 值得注意的是通常这种噪声可以由一族独立同
分布的高斯随机变量平均逼近得出 (参考 [89, 注 2.2]).

系统 (1.4) 中交互核 K 前面的尺度系数 1
N
被称为平均场尺度，它保持了总系统

的质量守恒，即 N 个粒子的质量在平均场尺度下始终保持单位 1. 该尺度也是保证
粒子系统 (1.4) 收敛到非平凡极限的临界尺度，对于其中的细节，我们推荐读者参考
[60, 第 1.1 节].
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当 U(x) = 1/|x|d−2 为牛顿位势时，粒子系统 (1.4) 是经典的 2 体交互牛顿动力系

统. 除此之外，粒子系统模型有着非常广泛的应用. 例如，在等离子物理中该模型可
以近似代表 Vlasov-Poisson方程中的离子和电子 (参考 [17,106]); 在生物领域，它可以
刻画种群个体的聚合效应 (参看 [37,97]) 以及描述癌细胞的增长 (参考 [36]). 详见 [98]
和最近的综述文章 [19, 20,42,60,62].
由于粒子数量 N 异常庞大，跟踪和模拟粒子系统 (1.4)是极度复杂且费时费力的.

比如对于一些经典的物理模型，N 有 1025 的数量级；在典型的生物模型下 N 也有 109

数量级左右 (参见 [60, 第 1.2 节]). 哪怕 N = 4 或 5，模拟相对应的非随机粒子系统也

会遇到混沌现象从而无法准确跟踪 (参看 [109]). 但幸运的是，基于大数定律，我们可
以形式上用下面的平均场方程可以近似地模拟大数量的粒子系统：

dX̄ i
t = V̄ i

t dt, dV̄ i
t = W (t, Z̄ i

t)dt+ (K ∗ µX̄i
t
)(X̄ i

t)dt+
√
2dBi

t, (1.5)

其中 Z̄ i
t := (X̄ i

t , V̄
i
t ) 且 µX̄i

t
为 X̄ i

t 的分布. 实际上，当 K 和 W 都是全局 Lipschitz
函数时，众所周知 (1.4) 和 (1.5) 都有唯一的强解，且下面的混沌传播成立 (见 [95, 定
理 1.4])：设 ZN,i

0 = Z̄ i
0 且 {Z̄ i

0}∞i=1 是独立同分布的随机变量，则对于任意的 i ∈ N 和
T > 0,

sup
N

√
NE

(
sup

t∈[0,T ]

|ZN,i
t − Z̄ i

t |

)
<∞. (1.6)

注意到 (Z̄ i
· )i∈N 是独立同分布的随机过程. 这说明随着粒子数量的增加，它们之间的交

互是越来越弱的，最后它们会变得相互无关且依赖于自己的全局分布 µX̄i
t
. 另一方面，

令 uN(t) :=
1
N

∑N
i=1 δZN,i

t
是 N 个粒子的经验分布. 由 (1.4) 和 Itô 公式，我们发现对

于任意的 φ ∈ C2
b (R2d)，

d〈uN , φ〉 = 〈uN ,∆vφ+ v · ∇xφ+ (W +K ∗ 〈uN〉) · ∇vφ〉dt+
√
2

N

N∑
i=1

∇vφ
(
ZN,i

t

)
dBi

t.

(1.7)

其中，由 Itô 等距公式，我们有

E
∣∣∣∣∣ 1N

N∑
i=1

∫ t

0

∇vφ
(
ZN,i

s

)
dBi

s

∣∣∣∣∣
2

=
1

N2

N∑
i=1

E
∫ t

0

∣∣∇vφ
(
ZN,i

s

)∣∣2ds ⩽ t‖∇vφ‖∞
N

→ 0.

特别地，我们形式上得到了 (1.7) 中的每一项都收敛到 (1.3) 中对应的那一项. 若
W,K ∈ C∞

b ，则众所周知 Z̄ i
t 的分布 µ(t) 有一个光滑的密度 u(t) 且满足(1.3). 我

们注意到当环境噪声 W = W (ω)依赖概率空间元素 ω 时，在关于 W 的条件期望意义

下，经验测度 uN(t) 依然会收敛到 u(t). 这意味着条件混沌传播依然成立 (详见 [25]).
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在本学位论文中，我们将 (1.1) 和 (1.3) 视为带有随机系数的随机微分方程和偏
微分方程，即我们固定几乎处处的 ω，对于确定的广义函数 W (ω) 求解随机微分方程

(1.1) 和偏微分方程 (1.3).
关于平均场极限和粒子系统的混沌传播最早由 McKean 在 [77] 中对于光滑系数

情况进行了研究，其他有关的经典结果详见文章 [95]. 关于具体的二维 Biot-Savart 核
情况，Osada 于 [82] 中给出了相关结果. 近些年来，对于非退化平均场极限的研究有
了突破性进展，尤其是关于奇异交互核，其中代表性的工作有 Jabin-Wang [63]. 对于
一类 W−1,∞ 核，他们给出了平均场极限的量化估计. 此外，还有关于涡度模型的结
果 [39] 和其他类型的奇异交互核情形 [96]. 当 (1.5) 中的 W ≡ 0 且 K ∈ L∞(Rd) 时，

Jabin 和 Wang 亦在 [61] 中研究了偏微分方程 (1.3) 的适定性和动理学平均场极限的
混沌传播速率.
另一方面，在关于分布依赖的随机微分方程的适定性领域，Funaki [38] 是一个开

创性的工作，其中他严格地给出了分布依赖随机微分方程非线性鞅问题解的定义. 随
后，有关分布依赖随机微分方程的结果如雨后春笋般地涌现 (参考 [78,94,107] 和这些
文章中的参考文献). 最近，也有一些工作研究了随机环境噪声 W 对于平均场极限和

分布依赖随机微分方程的影响 (例如 [25, 55, 92] 和其中的参考文献). 然而，据我们所
知，其中的大部分工作只研究了非退化模型，且噪声 W 被要求为迹类噪声，即 W 关

于空间变量有逐点的函数表示，并不能是一个分布. 因此，关于诸如白噪声之类的奇
异环境噪声对于分布依赖随机微分方程影响的研究，目前还是空白.

1.1.1.2 动理学方程的背景和尺度分析

动理 (kinetic) 一词源于希腊语 κίνησις，意思为运动. 动理学方程即是研究粒子
分布动态演变的一类模型. 动理学的研究始于 19世纪的下半叶. 1867年，在奠定电磁
学基础两年后，Maxwell发表了一篇关于气体动理学理论的基础论文 [75]，其中他根据
气体速度的分布函数的某些“矩”描述了气体的演化. 这启发了 Boltzmann 研究了以
他著名的动理学方程 — Boltzmann 方程，并从中得出了重要的 H 定理以及与熵的联
系 (见 [10]). 随后，在 1916年和 1917年，Chapman和 Enskog分别独立地得到了有关
动理学方程的流体力学极限. 其中他们把 Boltzmann方程在 Maxwell不变分布下的小
扰动解进行 Hilbert 展开，从而在一定的物理条件下证明了一阶项关于 Navier-Stokes
方程的收敛性. 这项工作后来在二战曼哈顿计划中的气体扩散铀浓缩方法中得到应用.
因此，曼哈顿计划的官方“Smyth 报告”将该方法称为 Chapman-Enskog 方法 (也见
[21]). 注意到上述研究的模型是下面的 Boltzmann 方程

∂tu+ v · ∇xu = Q(u, u), (1.8)
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其中 Q(u, u) 是积分形式的非局部碰撞算子，具体的定义参看 [18]. 但是，在 1938 年，
Vlasov 发现基于 Boltzmann 方程的标准动理学方法在应用于描述具有长程 Coulomb
位势的相互作用等离子体时存在困难 (见 [105]). 于是，他随后提出了无碰撞的 Vlasov-
Poisson 方程：

∂tu+ v · ∇xu+ (∇U ∗ 〈u〉) · ∇vu = 0,

其中 U = U(x) 为 Coulomb 位势. 同时，在 1936 年，Landau 第一次用局部算子代替
非局部碰撞算子 Q，在 Coulomb 交互核的情况下得到了 Landau 动理学方程. 当该方
程与 Vlasov方程一起使用时，可以描述产生碰撞的等离子体的时间演化过程，因此它
被认为是碰撞等离子体理论中的主要动理学模型 (见 [70]). 此后亦有很多工作致力于
解释 Boltzmann 方程和 Landau 方程之间的关系 (例如 [71, 104]). 因此考虑下面的局
部 Laplace 算子驱动的动理学方程是有意义的：

L u := (∂t −∆v − v · ∇x)u = f. (1.9)

1931 年, 在论文 [66] 中，Kolmogorov 首次以概率的角度将偏微分方程这一分析工具
用于对随机过程的研究. 特别地, 1934 年，Kolmogorov 在文章 [67] 中发现尽管上述动
理学方程 (1.9) 有着强退化性，但是它的基本解光滑且该基本解是下面随机过程的时
间边缘分布密度：

(
√
2

∫ t

0

Bsds,
√
2Bt),

其中 (Bt)t⩾0 为标准布朗运动. 结合 Landau 的理论，可以发现由布朗运动 (Bt)t⩾0 在

(1.1) 中描述可能发生的碰撞现象在某种意义下是合理的.
现在我们考虑下面的尺度变换：对于 λ > 0 和 a, b, c > 0，令

uλ(t, x, v) := λau(λbt, λcx, λv), fλ(t, x, v) := f(λbt, λcx, λv).

易知

L uλ = fλ 当且仅当 a = −2, b = 2, c = 3. (1.10)

接下来我们考虑动理学方程 (1.9) 关于 x 方向和 v 方向的正则性提升效应. 假设对于
某个 α ∈ (0, 1) 和 β, γ > 0，存在一个常数 C > 0 使得对于所有的 λ > 0，

[uλ]Cα+γ
x

≲C [fλ]Cα
x
, [uλ]Cα+β

v
≲C [fλ]Cα

v
. (1.11)

上式中对于任意的 γ > 0，

[g]Cγ
x
:= sup

h∈Rd

‖δ([γ]+1)
x;h g‖∞/|h|γ
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其中 δ
(1)
x;hg(x, v) := g(x+ h, v)− g(x, v)，且 δ

(M+1)
x;h = δ

(1)
x;hδ

(M)
x;h , [g]Cβ

v
的定义类似. 注意

到

[uλ]Cα+γ
x

= λ3(α+γ)−2[u]Cα+γ
x

, [fλ]Cα
x
= λ3α[f ]Cα

x
,

和

[uλ]Cα+β
v

= λα+β−2[u]Cα+β
v

, [fλ]Cα
v
= λα[f ]Cα

v
.

从而，为了使得 (1.11) 关于 λ 一致成立，我们有

γ = 2/3, β = 2.

换言之，形式上讲，动理学方程 (1.9) 的解 u 对于非齐次项 f 分别在 x 和 v 方向有 2
3

和 2的正则性提升. 于是，下面形式的 Schauder估计是合理的：对于任意的 α, β > 0，

存在一个常数 C = C(α, β, d) > 0 使得

‖u‖
L∞
T Cα+2/3

x
+ ‖u‖L∞

T Cβ+2
v

≲C ‖f‖L∞
T Cα

x
+ ‖f‖L∞

T Cβ
v
, (1.12)

其中 Cα
x 和 Cβ

v 分别为 x 和 v 方向的 Hölder 空间. 鉴于 x 和 v 之间不同的尺度和正

则性提升，本学位论文在各向异性空间中研究动理学方程 (1.3) (关于具体的各向异性
空间内容参看第 2.1.1 节).
当 α = β/3 > 0 时，Schauder 估计 (1.12) 已经被很多的人研究，例如 [73]，[90]

(有关非局部算子的情形参考 [57]，[59]). 此外，[14] 得到了极大 Lp-正则性估计 (关于
随机版本的参看 [27], [58]，[112]). 值得注意的是在研究动理学算子的 Schauder 估计
时，[59] 引入了 Lie 群的概念来定义动理学 Hölder 空间 (更早的相关工作见 [87]). 在
本论文中，我们并没有使用群的语言也给出了与之等价的动理学 Hölder 空间的定义.
基于上面的 Schauder估计的结果，当 K ≡ 0时，Chaudru de Raynal [22]，Wang-

Zhang [108]，Zhang [110] 和 Chaudru de Raynal-Menozzi [23] 等工作分别在 W 属于

Hölder空间，Sobolev空间和 Lq
tL

p
x,v 空间时得到了随机微分方程 (1.1)的适定性 (对于

跳过程驱动的参考 [57]). 对于分布依赖的情况，方程 (1.1) 弱解的存在性在 [111] 中被
研究，其中 K 属于某些 Lq

tL
px
x L

pv
v 空间；当交互核 K 只是某些分布时，在最近的工作

[56] 中，动理学平均场随机微分方程解的适定性被给出，其中 K 可以是 Biot-Savart
核和 Coulomb 核.

1.1.2 奇异随机偏微分方程

1.1.2.1 奇异随机动理学方程的引出– (1.1)的鞅解

在本节中，我们介绍奇异随机偏微分方程的背景. 首先，为了得到平均场随机微
分方程 (1.1) 的适定性，我们需要给出解的定义. 本学位论文采用鞅解的定义方式. 即
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考虑下面的倒向非散度型动理学方程

∂tu+∆vu+ v · ∇vu+W · ∇vu+K ∗ µXt · ∇vu+ f = 0, uT = ϕ. (1.13)

基于 [35] 中的广义鞅问题，我们类似地称轨道空间上的一个概率测度 P 是一个鞅解，
如果对于任意的光滑函数 f 和 ϕ，和 (1.13) 的解 u，有

Mt := u(t, zt)− u(0, z0)−
∫ t

0

f(s, zs)ds

是 P-鞅，其中 zt = (xt, vt) 是轨道过程，且 P 关于 xt 方向的边缘分布就是 µXt (详见
定义 6.0.1). 当 W 是某些好函数时，容易发现这种定义与下面经典的鞅解定义是等价

的：对于任意的光滑函数 f，

Mt := f(zt)− f(z0)−
∫ t

0

(∆v + v · ∇x +W · ∇v +K ∗ µXt · ∇v)f(s, zs)ds

是 P-鞅. 但此定义方法在我们这里有一个本质问题，即 W (t, zt) 没有意义. 因此我们
希望利用动理学算子的正则性，得到方程 (1.13) 一个逐点定义的函数解 u，从而使得

上面关于广义鞅问题解的定义有意义. 为此我们首先考虑下面最简单的奇异随机动理
学方程：

∂tu = ∆vu+ v · ∇xu+W · ∇vu+ f. (1.14)

注意到为了简单起见我们使用时间变换将倒向方程变为正向. 由 (1.2) 和 (1.12)，我们
发现当 α > 1

2
时，解 u 最好的正则性只能是 L∞

T C2−α
a ，从而 W · ∇u : C− 1

2
−

a × C
1
2
−

a 在

经典的广义函数乘积的框架下无法良定 (参见下面的 (2.41)). 同样的问题也出现在如
下的 KPZ 方程 (见 [65])

∂th = ∆h+ |∇h|2 + ξ, (1.15)

和下面的有关 Φ4
d 随机量子场的方程 (见 [41]) 中

∂tφ = ∆φ− φ3 + ξ, (1.16)

其中 ξ是一个时空白噪声. 由热方程和时空白噪声的正则性可知∇h·∇h和当 d ⩾ 2时

的 φ3都是不能在经典意义下良定义的项. 对于 Φ4
2模型，可以通过 Da Prato-Debussche

技巧来使得方程良定 (参见 [1,30,79]). 但关于一维 KPZ 方程和 Φ4
3 模型，如何使得方

程可定义一直是一个学术界的公开问题. 对此，一个重大的突破来自 Hairer 和他 [52]
中提出的正则结构理论. 基于此理论，对于上述方程他给出了合理的重整化定义方法，
并且在环面上得到了一维 KPZ 方程的全局解和 Φ4

3 方程的局部解. 与之平行地，在综
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合 [43]中带有控制的粗轨道想法和 [11]中介绍的仿积计算方法后，Gubinelli，Imkeller
和 Perkowski 在 [46] 中提出了拟控制计算，且基于此亦在环面上得到了一维 KPZ 方
程的全局适定性和 Φ4

d 模型的局部适定性 (也参见 [49]). 最近，这两种理论方法已经
被成功地用于解决很多不同类型的不良定模型，例如时空白噪声驱动的 Navier-Stokes
方程 (见 [115, 116])，sine-Gordon 模型 (见 [54])，拟线性的奇异随机偏微分方程 (见
[40,83–85])，奇异噪声驱动的 Schrödinger方程 (见 [34])和噪声驱动的波方程 ([47,48])
等. 从思想性来讲，正则结构方法和拟控制计算都受到了带有控制的粗轨道思想的影
响，见 [74] 和 [43]. 两个方法最重要的不同是正则结构在局部上考虑问题，但拟控制
计算通过使用 Fourier 变换和卷积算子在全局上考虑问题. 我们推荐读者参考 [4]，[5]
和其中的参考文献来更加深入地理解两者之间的关系.
在本篇学位论文中，我们将主要建立由噪声 W 驱动的奇异动理学方程 (1.14) 的

拟控制计算方法.

1.1.2.2 拟控制计算

在本节中，我们将简要介绍由传输噪声影响的线性热方程的拟控制计算方法，期

望为读者理解本学位论文的内容提供帮助. 首先，我们考虑下面的方程

∂tu = ∆u+ η · ∇u+ f, u0 = 0, (1.17)

其中 f 是光滑函数，η ∈ C−α 是某个噪声，α ∈ (1
2
, 2
3
) (空间 C−α 的定义参看下面的

定义 2.1.3). 由经典热半群 et∆ 的 Schauder 估计可知，解最好的正则性为 C2−α，从而

η · ∇u 是不良定的. 定义

I :=

∫ t

0

e(t−s)∆ds.

由 Duhamel 公式可知，当 η · ∇u 足够正则的时候，我们有下面的表达：

u = I(η · ∇u+ f).

拟控制计算的核心想法是将 η ·∇u的不良定性通过一些仿积运算和交换子转移到
η ◦ ∇Iη 这个项上，其中 ◦ 是仿积运算中的共振项. 即

fg = f ≺ g + f ◦ g + f � g, (1.18)

严格的数学定义见 (2.14). 虽然 η ◦ ∇Iη : C−α × C1−α 在仿积运算 (见下面的 (2.40))
的意义下依然不良定，但我们可以利用 η 的概率性质，通过概率计算使得这一项在几

乎处处的意义下进行定义，此想法被称为重整化计算 (例如下面的定理 4.3.1).
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接下来我们将具体展示如何将 η · ∇u 转变为 η ◦ ∇Iη. 首先我们将 η · ∇u 进行如
下的 Bony 仿积分解

η · ∇u = ∇u ≽ η +∇u ≺ η.

根据 [46,引理 2.1] (亦可参考下面的引理 2.2.1)，其中第一项虽然不良定但是我们可以
假设它有更高的正则性 C1−2α，第二项虽然正则性只有 C−α 但它是良定的. 因此，我
们希望解 u 有下面的表示：u = I(∇u ≺ η) + u′ + If,

u′ = I(∇u � η) + I(∇u ◦ η),
(1.19)

其中 u′ 是 u 正则的部分，形式上看它有 3− 2α 的正则性. 这时，我们根据 (1.19) 可
以将 ∇u ◦ η 定义为

∇u ◦ η := (∇I(∇u ≺ η) +∇u′ +∇If) ◦ η,

其中 ∇u′ ◦ η 和 ∇If ◦ η 都是可以在 (2.40) 的经典意义下良定的，因为 2− 3α > 0. 这
时我们只需计算

∇I(∇u ≺ η) ◦ η 和 ∇u ≺ (∇Iη ◦ η)

之间的交换子，因为我们可以通过概率给第二项一个严格的定义并得到正则性估计.
Gubinelli，Imkeller 和 Perkowski 在 [46] 中做出了下面的分解

∇I(∇u ≺ η) ◦ η −∇u ≺ (∇Iη ◦ η)

= ([∇I,∇u ≺]η)) ◦ η + com(∇u,∇Iη, η) =: Com1 + Com2,

其中 [A1,A2] := A1A2 − A2A1 为交换子，com(f, g, h) := (f ≺ g) ◦ h − f(g ◦ h) (严
格定义参见下面的引理 2.2.4). 注意到这里的 Com1 是有关热半群的交换子，而 Com2

和方程结构没有任何关系. 最后，真正的拟控制解的定义如下u = ∇u ≺ Iη + u♯ + If,

u♯ = I(∇u � η) + I(∇u ◦ η) + Com1,
(1.20)

其中

∇u ◦ η :=∇u♯ ◦ η +∇If ◦ η + (∇2u ≺ Iη) ◦ η

+∇u(∇Iη ◦ η) + Com2.
(1.21)

上述关于 u 的分解也被叫做拟控制拟设，详见后面的定义 5.1.1.
当我们考虑动理学模型 (1.14) 时，由于和方程无关，交换子 Com2 的估计是简单

的，这时主要的问题是如何计算有关于动理学算子半群的交换子估计 Com1 以及动理
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学算子半群影响下 η ◦ ∇Iη 的重整化，这里的重整化计算在很多相关工作中亦是非常
重要的 (参考 [49,第九节，第十节]). 因此，为了建立动理学算子框架下的拟控制计算，
本学位论文的一个重点是给出 Com1 和 η ◦ ∇Iη 的估计.

1.1.2.3 全空间噪声权重的影响

让我们回到动理学方程 (1.3)，这时一个自然的想法是在全空间考虑该模型，因为
速度 v 在物理上是取值于全空间的. 继而，系统中的环境噪声W 只能存在于带权空间

中. 这使得我们不能简单地在同一个空间使用不动点定理证明方程的适定性. 目前解
决此困难的方法主要有两个：一个是使用依赖时间变量的指数权函数，该方法在 [53]
中被提出；另一个是 [114] 中基于局部化的技巧.

在本篇学位论文中，我们采用 [114] 中的局部化技巧. 此外，我们在本篇文章中进
一步先验地给出了拟控制解的局部化定理 (见命题 5.1.1). 因此我们可以直接由该命题
证明带有多项式权的拟控制解的存在唯一性. 值得注意到是，[114] 中的唯一性依然是
由指数权得到的.

这类在全空间由带权噪声影响的奇异随机微分方程，最近已经被越来越多的学者

关注和研究，例如 [44, 79, 80] 中的 Φ4
d 模型和 [88, 114] 中的 KPZ 方程和奇异 HJB 方

程.

1.1.2.4 奇异漂移系数随机微分方程的相关结果

在第 1.1.1.2 小节的最后，我们介绍了一些有关动理学随机微分方程的适定性结
果. 在本小节中我们介绍带有随机噪声环境的非退化随机微分方程的结果.

有关下面的带有奇异分布值漂移项的随机微分方程的研究在近年来吸引了很多学

者的目光 (例如 [16, 31,68,113] 等)

dXt = W (t,Xt)dt+ dBt.

诸如此类的奇异扩散在很多的随机媒介中出现，其中最著名的是 Brox 扩散 (见 [15])，
其中W = W (x) ∈ C− 1

2
− 为一维空间白噪声. 当 d = 1时，基于粗轨道的理论，Delarue

和 Dielthe在 [31]中研究了这类随机微分方程. 在 [16]中，利用拟控制计算，Cannizzaro
和 Chouk 证明了高维带有奇异漂移项的随机微分方程鞅解的适定性 (关于 α-稳定过
程的情况参考 [68]). 值得注意的是对于动理学系统 (1.1)，到目前为止还没有类似的结
果.
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1.2 本学位论文的主要目标及证明方法概述

1.2.1 主要目标和结论

本学位论文的目标是关于高斯噪声 W 提出合适的条件假设 (见定理 4.3.1)，从
而建立奇异线性动理学方程 (1.14) 的拟控制计算 (见定理 5.3.1)，进一步对有界交互
核 K 得到 (1.1)的广义非线性鞅问题解的适定性 (见定理 6.0.1)以及证明非线性动理
学 Fokker-Planck 方程 (1.3) 的适定性 (见定理 7.0.1). 此外，在定理 7.0.1中，我们
还可以说明 (1.1) 的广义非线性鞅问题解的时间边缘分布密度满足对应的非线性动理
学 Fokker-Planck 方程 (1.3).

1.2.2 证明方法

我们首先基于 Gubinelli，Imkeller 和 Perkowski 在 [46] 中提出的拟控制计算理论
和 [114] 中提出的局部化方法给出全空间奇异线性动理学方程 (1.14) 解的定义与适定
性. 为此，我们提出了动理学 Hölder 空间并证明 Schauder 估计，接着最重要的是建
立有关动理学算子类似 (1.20) 中半群交换子 Com1 的估计 (见引理 2.2.4) 并计算有关
噪声在动理学算子半群作用下的概率重整化 (见第四章)，其中我们将可以通过概率重
整化定义 η ◦ ∇Iη 的分布 η 称为可重整化向量 (详见第 4.1节). 然后通过类似 (1.20)
和 (1.21)的拟控制拟设方法，我们在第 5.1节给出了线性方程 (1.13)拟控制解的定义，
并通过选取适当的逼近序列，在命题 5.1.1 中先验地给出一个局部化拟控制解的结果.
根据此结果，我们不再需要 [114] 中证明带权方程唯一性的指数权技巧 (见 [114, 附录
A]). 最后，我们利用动理学 Hölder 空间的局部化引理 (引理 3.2.3) 和 [114] 中提出的
局部化方法证明拟控制解的适定性 (见定理 5.3.1).

其次我们基于有关奇异线性动理学方程 (1.14) 的结论，采用 [35] 中广义鞅问题
和 [38] 中非线性鞅问题的定义方法，提出了依赖于线性化奇异动理学方程适定性的广
义非线性鞅问题解的定义 (见定义 6.0.1). 利用偏微分方程的估计、定理 5.3.1 和 Itô-
Tanaka技巧得到一致的矩估计 (6.8)，从而得到胎紧性结果 (见引理 6.0.1)，进一步证明
定理 6.0.1 中的存在性结果. 随后我们使用线性化鞅问题的唯一性和 [94] 中 Girsanov
变换的方法得到广义非线性鞅问题解的唯一性.

最后我们考虑带有奇异环境噪声的非线性动理学 Fokker-Planck 方程 (1.3). 我们
把熵方法与上面奇异线性方程 (1.14) 的估计结果相结合，得到解的先验能量估计和熵
估计 (见引理 7.0.3). 据此证明解的存在唯一性.
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1.2.3 后续工作

我们希望在未来考虑以下几个方面的工作：

1. 本学位论文并没有尝试与正则结构的已有工作进行比较，且尚不清楚是否可以基
于我们的方法建立动理学算子在正则结构中的相关理论. 在这方面，最近有关于
Lie 群上正则结构理论可行性讨论的文章 [76]，我们并没有给出与之具体的比较.
这会是我们下一步的研究方向.

2. 我们没有研究粒子系统 (1.4) 的混沌传播. 其中的问题主要集中在我们没有得到
带有奇异环境噪声的粒子系统 (1.4)的适定性. 一旦证明该适定性，基于定理 6.0.1
的唯一性和磨光方法，利用 [69] 中的结果，我们可以直接推出相应的混沌传播速
率. 此处讨论的问题是我们正在准备进行研究的.

3. 在本学位论文的研究过程中，我们同样得到了类似 [53] 中的与动理学算子有关的
指数权结果，但是因为我们的结果全部在多项式权重中考虑，所以该指数权并没

有体现在本学位论文中. 此指数权的应用会作为我们后面的研究对象，例如是否
可以应用到动理学抛物 Anderson 模型甚至是动理学 Φ4 模型和 KPZ 模型中去.

4. 在添加假设 divvW ≡ 0 后，我们发现可以通过不同于拟控制拟设方法定义方程

和定义解. 详细的定义方法见注 7.0.1的 (iii). 这时，我们希望可以去掉 [113] 中
α < 1/2 的限制. 这是我们正在考虑和进行的工作.

1.3 工作安排

本学位论文包括七个章节. 除去绪论 (第一章) 外，其他章节的具体安排如下：

第二章 我们介绍了本学位论文中的预备知识. 具体地，在第 2.1 节，我们介绍了带权各
向异性 Besov 空间，以及有关该空间的嵌入定理，插值定理和一个常用的等价刻
画. 在第 2.2节，我们介绍了经典 Bony仿积的运算结果，并给出了拟控制计算中
一个重要的交换子估计，引理 2.2.4 (参考 [46, 引理 2.4]).

第三章 我们在第 3.1 节建立动理学算子半群的最优正则性估计. 随后，在 3.2 节，我们
引入与经典定义不同的动理学 Hölder 空间并给出相关性质和局部刻画. 基于此
空间，我们在第 3.3 节证明关于线形动理学方程的 Schauder 估计. 最后在第 3.4
节，利用 Schauder 估计和 [57, 引理 6.7] 的重要观察，我们得到拟控制计算中类
似 (1.20) 中 Com1 的交换子估计.

第四章 我们首先在第 4.1 节介绍可重整化对的概念. 接着在第 4.2 节用谱测度定义噪声，
并在第 4.3 节基于谱测度的条件假设，给出噪声属于可重整化对的主要定理 (定
理 4.3.1). 详细的证明见第 4.4 节. 其中在第 4.3.1 小节，我们给出满足定理中谱
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测度条件的例子，包括 v 方向的白噪声和 x 方向 Hurst 指数大于 5
9
的分数阶布

朗运动的导数.
第五章 我们基于第二，三，四章的结果，在第 5.1 节中我们定义了奇异线性动理学方程

(1.14) 的拟控制解，并在本章的剩余部分中证明了 (1.14) 的适定性. 为此，我们
首先建立关于拟控制解的局部化先验结果 (见命题 5.1.1)，并使用 [114] 中的局部
化技巧，将带权的方程局部化，使之转变为无权系数的方程. 接着在第 5.2 节通
过引入耗散项和利用极大值原理，得到无权方程关于系数 Besov 范数的多项式依
赖的一致估计. 进一步在第 5.3 节通过带权空间的局部刻画，证明原方程的适定
性.

第六章 我们得到了奇异动理学平均场随机微分方程 (1.1) 广义非线性鞅解的适定性. 首
先我们利用倒向线性化的奇异动理学 Kolomogorov 方程定义广义非线性鞅解. 接
着由第五章中得到的关于线性方程 (1.13)的估计和 Itô-Tanaka技巧，我们给出了
逼近解的一致矩估计，继而得到胎紧性. 为了得到极限为原广义非线性鞅问题的
解，我们利用 (1.13) 的解关于 µ 的连续依赖性. 在证明唯一性时，我们首先给出
了广义线形鞅问题解的唯一性 (即 K ≡ 0)，进而使用 Girsanov 变换和 Gronwall
不等式得到非线性问题解的唯一性.

第七章 在 divvW ≡ 0的假设下，我们得到了非线性动理学 Fokker-Planck方程 (1.3)的适
定性. 我们首先利用熵方法给出逼近解的一致能量估计和熵估计，其中得到能量
估计的过程中，我们再一次使用了 Itô-Tanaka 技巧，利用随机微分方程和偏微分
方程的关系以及第五节中得到的结果. 继而根据一致的能量估计，我们有了逼近
解的一致可积性，从而得到在 L1 空间中的收敛. 到此为止，存在性已经得到. 作
为熵估计的副产品，我们同样得到了解关于 v 方向的导数在 L2

tL
1 空间的一致估

计，基于此估计，我们得到解的唯一性.
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第二章 预备知识

2.1 带权各向异性 Besov 空间

在本节, 我们介绍带权的各项异性的 Besov 空间以及它的性质. 关于带权的
Besov 空间, 在调和分析领域已经有了很多经典结论, 参见 [32] 和 [101]. 因为我们
在本论文中需要的关于各向异性的结果很难在文献中找到, 并且为了读者的方便,
所以我们在本节会给出有关结果的详细证明.

2.1.1 基本记号与定义

固定 N,n ∈ N. 令 m = (m1, ...,mn) ∈ Nn 和 a = (a1, ..., an) ∈ [1,∞)n. 假设
N ⩾ n 且 m1 + · · ·+mn = N . 我们首先介绍下面的在 RN 上的各向异性距离：对

任意的 x = (x1, .., xn), y = (y1, .., yn) ∈ Rm1 × · · ·Rmn = RN ,

|x− y|a :=
n∑

i=1

|xi − yi|1/ai , (2.1)

其中 | · | 是欧式空间 Rmi 的经典欧式范数. 对于 x = (x1, .., xn) ∈ RN , t ⩾ 0 和

s ∈ R, 定义

tsax := (tsa1x1, ..., t
sanxn) ∈ RN , Ba

t := {x ∈ RN : |x|a ⩽ t}. (2.2)

明显的, 我们有

|tax|a = t|x|a, t ⩾ 0. (2.3)

接下来我们回顾 [101] 中关于允许权的定义.

定义 2.1.1 一个在 RN 上 C∞ 光滑的的函数 ρ : RN → (0,∞) 被称为是一个

允许权, 若对于所有的 j ∈ N, 存在常数 Cj > 0 对所有的 x ∈ RN ,

|∇jρ(x)| ⩽ Cjρ(x), (2.4)

且存在常数 C, κ > 0, 对所有的 x, y ∈ RN ,

ρ(x) ⩽ Cρ(y)(1 + |x− y|κa). (2.5)

记由所有允许权组成的空间为 W .
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对于任意的 ρ ∈ W 和 p ∈ [1,∞], 定义

‖f‖Lp(ρ) := ‖ρf‖p :=
(∫

RN

|ρ(x)f(x)|pdx
)1/p

,

特别地, 当 p = ∞,

‖f‖L∞(ρ) := ‖ρf‖∞ := sup
x∈RN

|ρ(x)f(x)|.

令 Lp(ρ) 为包含所有 ‖ · ‖Lp(ρ) 范数有限的函数的空间. 易知该空间为 Banach 空
间. 记 Lp := Lp(1). 取 ρ1, ρ2, ρ3 为三个允许权. 假设存在一个常数 C1 > 0 使得对

所有的 x, y ∈ RN ,

ρ1(x) ⩽ C1ρ2(y)ρ3(x− y).

由经典的卷积形式的 Young 不等式, 我们得到如下结果

‖f ∗ g‖Lq(ρ1) ⩽ C1C2‖f‖Lr(ρ2)‖g‖Lp(ρ3), (2.6)

其中 r, p, q ∈ [1,∞] 满足 1/q + 1 = 1/p+ 1/r, 且 C2 = C2(r, p, q) > 0.
令 S (RN) 为包含 RN 上所有速降函数的 Schwartz 空间. 给定 f ∈ S (RN),

记 f̂ 为 f 的 Fourier 变换

f̂(ξ) := (2π)−N/2

∫
RN

e−iξ·xf(x)dx, ξ ∈ RN ,

记 f̌ 为 f 的逆 Fourier 变换

f̂(x) := (2π)−N/2

∫
RN

eiξ·xf(ξ)dξ, x ∈ RN .

众所周知, Fourier 变换和逆 Fourier 变换都是 S (RN) 上的同构变换, 即是一对一
的连续映射, 且 ˇ̂

f = f (参见 [3]).
令 S ′(RN) 为 S (RN) 的共轭空间, 即从 S (RN) 到 R 的连续线性算子全体

构成的空间, 又被称为缓增广义函数空间. 利用对偶性, 我们类似地定义 S ′(RN)

中任意元素的 Fourier 变换和逆 Fourier 变换.
为了引入带权各向异性 Besov 空间, 我们首先给出下面关于 RN 的各向异性

的二进圆环分解. 令 φa
−1 为 RN 上的一个对称非负的 C∞ 光滑函数, 且

φa
−1(ξ) = 1 当 ξ ∈ Ba

1/2, φa
−1(ξ) = 0 当 ξ /∈ Ba

2/3.

其中对称的定义为对于任意的 i = 1, .., n 和 ξ = (ξ1, ..ξn) ∈ RN ,

φa
−1(ξ1, .., ξi, ..., ξn) = φa

−1(ξ1, ..,−ξi, ..., ξn).
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易知这样的函数 φa
−1 是存在的, 例如可以磨光 Ba

7/12 上的示性函数. 对于任意的
ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rm1 × · · · × Rmn = RN 和 j ⩾ 0, 定义

φa
j (ξ) := φa

−1(2
−a(j+1)ξ)− φa

−1(2
−ajξ). (2.7)

由定义可得对于任意的 j ⩾ 0, φa
j (ξ) = φa

0(2
−ajξ) 且

suppφa
j ⊂ Ba

2j+2/3\Ba
2j−1 ,

n∑
j=−1

φa
j (ξ) = φa

−1(2
−a(n+1)ξ) → 1, n→ ∞. (2.8)

定义 2.1.2 给定 j ⩾ −1, 定义在 S ′(RN) 上的分块算子 Ra
j 由如下广义函数

意义下的卷积给出：

Ra
jf(x) := (φa

j f̂)
ˇ(x) = φ̌a

j ∗ f(x).

对于所有的 j ⩽ −2, 记 Ra
j ≡ 0. 特别地,

Ra
jf(x) = 2(a·m)j

∫
RN

φ̌a
0(2

ajy)f(x− y)dy, (2.9)

其中 a ·m = a1m1 + · · ·+ anmn.

给定 j ⩾ −1, 由定义易得

Ra
j = Ra

j R̃a
j , 其中 R̃a

j := Ra
j−1 +Ra

j +Ra
j+1, (2.10)

且 Ra
j 在如下的意义下是对称的

〈g,Ra
jf〉 = 〈Ra

jg, f〉, f ∈ S (RN), g ∈ S ′(RN), (2.11)

其中 〈·, ·〉 为 S(RN) 与 S ′(RN) 之间的对偶. 令

φ̃a
j := φa

j−1 + φa
j + φa

j+1, j ⩾ −1.

注意到

R̃a
jf(x) =

ˇ̃
φa
j ∗ f(x) = 2(a·m)j

∫
RN

ˇ̃
φa
0(2

ajy)f(x− y)dy, j ⩾ 1, (2.12)

其中

φ̃a
0(ξ) := 2a·mφ0(2

aξ) + φ0(ξ) + 2−a·mφ0(2
−aξ).
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关于缓增广义函数低频部分的截断算子 Sk 定义为

Skf :=
k−1∑
j=−1

Ra
jf → f �� 在 S ′(RN) 中, 当 k → ∞. (2.13)

对于任意给定的 f, g ∈ S ′(RN), 定义下面的仿积运算

f ≺ g :=
∑
k⩾−1

Sk−1fRa
kg, f ◦ g :=

∑
|i−j|⩽1

Ra
i fRa

jg, f � g := g ≺ f .

此外我们定义

f ≽ g := f � g + f ◦ g.

fg 的 Bony 分解可以由下面的式子形式上给出 (参见 [3])

fg = f ≺ g + f ◦ g + f � g. (2.14)

在 Bony 分解中, 下面的观察是关键的

Ra
j (Sk−1fRa

jg) = 0, ∀|k − j| > 3. (2.15)

实际上, 基于 Fourier 变换, 我们有

(
Ra

j (Sk−1fRa
jg)
)̂
= φa

j ·
k−2∑
i=−1

(φa
i f̂) ∗ (φa

kĝ).

因为函数 (φa
i f̂) ∗ (φa

kĝ) 的支撑集包含在 Ba
2k+1\Ba

2k/6
中，所以

φa
j ·

k−2∑
i=−1

(φa
i f̂) ∗ (φa

kĝ) = 0, ∀|k − j| > 3,

进而, (2.15) 成立.
现在我们给出如下定义的带权各向异性 Besov 空间 (参见 [32]).

定义 2.1.3 取 ρ ∈ W , p, q ∈ [1,∞]2 和 s ∈ R. 带权各向异性 Besov 空间
Bs,a

p,q(ρ) 由如下方式定义

Bs,a
p,q(ρ) :=

f ∈ S ′(RN) : ‖f‖Bs,a
p,q(ρ) :=

(∑
j⩾−1

2sjq‖Ra
jf‖

q
Lp(ρ)

)1/q

<∞

 .

为了记号方便, 简记

Cs
a(ρ) := Bs,a

∞,∞(ρ) Cs
a := Cs

a(1), Bs,a
∞,∞ := Bs,a

∞,∞(1),

且当 a = (1, .., 1) 时, 我们将去掉上述记号中的角标 a.
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2.1.2 嵌入、插值与对偶性质

我们首先给出下面的 Bernstein 不等式.

引理 2.1.1 令 ρ ∈ W .
(i) 对于任意 k ∈ N0, 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞ 和 i = 1, 2, .., n, 存在一个常数 C =

C(ρ,m, p, q, a, k, i) > 0 使得对所有的 j ⩾ −1,

‖∇k
xi
Ra

jf‖Lq(ρ) ≲C 2j(aik+a·m( 1
p
− 1

q
))‖Ra

jf‖Lp(ρ), (2.16)

其中 ∇k
xi
为关于分量 xi 的 k 阶梯度, 且

‖Ra
jf‖Lp(ρ) ≲C ‖f‖Lp(ρ). (2.17)

此外对于任意的 k ∈ N，

‖Skf‖Lp(ρ) ≲C ‖f‖Lp(ρ). (2.18)

(ii) 对于任意 s ∈ R 和 p ∈ [1,∞], 存在一个常数 C = C(ρ,m, p, a) > 0 使得对所

有的 j ⩾ −1,

‖JsRa
jf‖Lp(ρ) � 2sj‖Ra

jf‖Lp(ρ), (2.19)

其中 Ĵsf(ξ) :=
(∑n

i=1(1 + |ξi|2)1/(2ai)
)s
f̂(ξ).

注 2.1.1 值得注意的是因为 ξ →
(∑n

i=1(1 + |ξi|2)1/(2ai)
)s
φa
j (ξ) 依然是速降函

数, 所以对于任意的 f ∈ S ′(RN), JsRa
jf ∈ S ′(RN) 是良定的.

证明 (i) 首先注意到由 (2.10), (2.5) 和 (2.6) 可得

‖∇k
xi
Ra

jf‖Lq(ρ) = ‖(∇k
xi

ˇ̃
φa
j ) ∗ Ra

jf‖Lq(ρ) ≲ ‖(1 + | · |a)κ∇k
xi

ˇ̃
φa
j‖Lr‖Ra

jf‖Lp(ρ),

其中 1/p+ 1/r = 1+ 1/q, κ 为(2.5)中常数. 当 j = −1, 0 时, 由于 φ̃a
0, φ̃

a
1 都是速降

函数, 我们可以直接得到 (2.16).

当 j ⩾ 1, 因为 κ ⩾ 0, 所以由 (2.12) 我们有

‖(1 + | · |a)κ∇k
xi

ˇ̃
φa
j‖Lr ⩽ 2aikj2(a·m)j(1− 1

r
)

(∫
RN

| ˇ̃φa
0(x)|r(1 + |2−ajx|κa)r

)1/r

⩽ 2j(aik+(a·m)( 1
p
− 1

q
))

(∫
RN

|∇k
xi

ˇ̃
φa
0(x)|r(1 + |x|κa)r

)1/r

,

进而我们得到 (2.16). 对于 (2.17) 的估计是类似的. 注意到

Skf(x) = 2(a·m)n

∫
RN

φ̌a
−1(2

na(x− y))f(y)dy,
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基于上面的方法我们可以得到 (2.18).

(ii) 依然基于 (2.10), (2.5) 和 (2.6), 我们类似地有

‖JsRa
jf‖Lp(ρ) ≲ ‖(1 + | · |a)κJs

ˇ̃
φa
j‖L1‖Ra

jf‖Lp(ρ).

对于 j = −1, 0, 我们可以直接得到

‖JsRa
jf‖Lp(ρ) ≲ ‖Ra

jf‖Lp(ρ).

对于 j ⩾ 1, 注意到基于定义, 由变量替换可得

(Js
ˇ̃
φa
j )
ˆ=

(
n∑

i=1

(1 + |ξi|2)1/(2ai)
)s

φ̃a
j (ξ) = 2sjFs,j(2

−ajξ),

其中

Fs,j(ξ) :=

(
n∑

i=1

(2−2aij + |ξi|2)1/(2ai)
)s

φ̃a
0(ξ).

因为 supp(φa
0) ⊂ Ba

2\Ba
1/2, 所以对于任意的 k ∈ N0 和 i = 1, 2, .., n,

sup
j⩾1

∫
RN

|∇k
ξi
Fs,j(ξ)|dξ <∞,

继而

sup
j⩾1

sup
x∈RN

(1 + |xi|k)|F̌s,j(x)| <∞.

因此,

‖(1 + | · |a)κJs
ˇ̃
φa
j‖L1 = 2sj2(a·m)j

∫
RN

|F̌s,j(2
ajx)|(1 + |x|κa)dx

= 2sj
∫
RN

|F̌s,j(x)|(1 + |2−ajx|κa)dx

⩽ 2sj
∫
RN

|F̌s,j(x)|(1 + |x|κa)dx ≲ 2sj.

综上, 对任意的 j ⩾ −1

‖JsRa
jf‖Lp(ρ) ≲C 2sj‖Ra

jf‖Lp(ρ). □

因为 JsJ−s = Id, 所以我们也可以由此得到另外一边的不等式估计.
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注 2.1.2 由带权的各向异性 Besov 空间的定义和 (2.19), 对任意的 ρ ∈ W ,
p, q ∈ [1,∞] 和 s, s′ ∈ R, Js 是 Bs′+s

p,q (ρ) 和 Bs′,a
p,q (ρ) 之间的同构, 即

JsBs′+s,a
p,q (ρ) = Bs′,a

p,q (ρ). (2.20)

作为 Bernstein 不等式的应用, 我们有下面的关于带权各向异性 Besov 空间的嵌
入定理.

定理 2.1.1 令 ρ ∈ W , s1, s2 ∈ R, 1 ⩽ r ⩽ p ⩽ ∞ 满足下面的等式

s2 = s1 + (a ·m)(
1

r
− 1

p
).

对于任意的 q ∈ [1,∞], 存在一个常数 C = C(ρ,m, a, p, q, r, s1, s2) > 0 使得

‖f‖Bs1,a
p,q (ρ) ⩽ C‖f‖Bs2,a

r,q (ρ). (2.21)

同时, 对于任意的 1 ⩽ q1 ⩽ q2 ⩽ ∞, s ∈ R 和 ρ2 ⩽ ρ1,

‖f‖Bs,a
p,q2

(ρ2) ⩽ C‖f‖Bs,a
p,q1

(ρ1). (2.22)

且给定满足下式的 θ ∈ (0, 1), p1, p2, p ∈ [1,∞], ρ1, ρ2 ∈ W 和 s, s1, s2 ∈ R,

θ

p1
+

1− θ

p2
=

1

p
, θs1 + (1− θ)s2 = s,

对于任意的 q ∈ [1,∞], 下面的不等式成立

‖f‖Bs,a
p,q(ρ

θ
1ρ

1−θ
2 ) ⩽ ‖f‖θBs1,a

p1,q
(ρ1)

‖f‖1−θ
Bs2,a
p2,q

(ρ2)
. (2.23)

证明 首先将 k = 0 带入 (2.16), (2.21) 直接由定义可得. 其次 (2.22) 和

(2.23) 是 Hölder 不等式和 Besov 空间定义的直接推论. □

我们紧接着介绍下面有关插值的引理.

引理 2.1.2 令 {Tj}∞j=−1 为一族从 S ′(RN) 到某一 Banach 空间 X 的线性映
射. 假设对于某两个实数 β0 < β1 和任意的 j ⩾ −1，存在常数 Cij, i = 0, 1 使得

‖Tjf‖X ⩽ Cij2
−jβi‖f‖Cβi

a
, i = 0, 1.

那么对于任意的 β ∈ (β0, β1)，存在一个常数 C = C(a,m, β, β0, β1) > 0 使得对任

意的 j ⩾ −1,

‖Tjf‖X ⩽ C(C0j + C1j)2
−jβ‖f‖Cβ

a
.
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证明 因为对于任意的 k ⩾ −1，

‖Ra
kf‖Cβi

a
≲ 2(βi−β)k‖f‖Cβ

a
, i = 0, 1,

所以由假设可得

‖Tjf‖X ⩽
∑
k⩾−1

‖TjRa
kf‖X ⩽ C0j2

−jβ0

∑
k>j

‖Ra
kf‖Cβ0

a
+ C1j2

−jβ1

∑
k⩽j

‖Ra
kf‖Cβ1

a

≲
(
C0j2

−jβ0

∑
k>j

2(β0−β)k + C1j2
−jβ1

∑
k⩽j

2(β1−β)k

)
‖f‖Cβ

a

≲ (C0j + C1j)2
−jβ‖f‖Cβ

a
.

证毕. □

除了嵌入不等式 (2.21)，(2.22) 和插值结果 (2.23)，引理 2.1.2 之外，我们下面给
出有关带权各向异性 Besov 空间的对偶性质.

引理 2.1.3 令 ρ ∈ W 且 ρ−1 ∈ W，s ∈ R 和 p, q, p′, q′ ∈ [1,∞]. 假设 1/p +

1/p′ = 1/q + 1/q′ = 1.
(i) 对于任意的 ϕ ∈ S (RN) 和 f ∈ Bs,a

p,q(ρ)，

|〈f, ϕ〉| ⩽ ‖f‖Bs,a
p,q(ρ)‖ϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1).

(ii) 存在一个常数 C = C(ρ,N, s, p, q) > 0 使得对于任意的 f ∈ Bs,a
p,q(ρ)，

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) ⩽ C sup

φ∈S
〈f, ϕ〉/‖ϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1).

证明 （i) 由 (2.10) 和 Hölder 不等式，我们有

〈f, ϕ〉 =
∑
j⩾−1

〈Ra
jf, R̃a

jϕ〉 ⩽
∑
j⩾−1

‖Ra
jf‖Lp(ρ)‖R̃a

jϕ‖Lp′ (ρ−1)

⩽ ‖f‖Bs,a
p,q(ρ)‖ϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1).

(ii) 这里我们采用 [3] 中的证明方法. 对于任意的 M ∈ N, 令

U q′

M :=
{
(cj)j∈N :

∑
j⩽M

|cj|q
′ ⩽ 1, cj = 0, j > M

}
.

基于空间 Bs,a
p,q(ρ) 的定义，我们有

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) = lim

M→∞

(∑
j⩽M

2jsq‖Ra
jf‖

q
Lp(ρ)

)1/q
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= lim
M→∞

sup
(cj)∈Uq′

M

∑
j⩽M

cj2
js‖Ra

jf‖Lp(ρ).

固定 ε > 0 和 (cj)j∈N ∈ U q′

M . 因为

‖g‖Lp = sup
h∈S

〈g, h〉/‖h‖Lp′ ,

所以对于任意的 j ⩽M，存在一个 ‖ψ‖Lp′ = 1 的 ψj ∈ S (RN) 使得

‖Ra
jf‖Lp(ρ) ⩽

∫
RN

ρ(x)Ra
jf(x)ψj(x)dx+

ε2−js

(|cj|+ 1)(j2 + 1)

=

∫
RN

f(x)Ra
j (ρψj)(x)dx+

ε2−js

(|cj|+ 1)(j2 + 1)
.

接下来我们定义速降函数

ϕ
(cj)
M (x) :=

∑
j⩽M

cj2
jsRa

j (ρψj)(x),

则

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) ⩽ lim

M→∞
sup

(cj)∈Uq′
M

〈f, ϕ(cj)
M 〉+

∑
j⩾−1

ε

j2 + 1
. (2.24)

注意到由 (2.17),

‖ϕ(cj)
M ‖q

′

B−s,a

p′,q′ (ρ
−1)

=
∑
k⩾−1

2−kq′s

∥∥∥∥∥∥
∑

j⩽M,|j−k|⩽3

cj2
jsRa

kRa
j (ρψj)

∥∥∥∥∥∥
q′

Lp′ (ρ−1)

≲
∑
j⩽M

cq
′

j ‖ρψj‖q
′

Lp′ (ρ−1)
=
∑
j⩽M

cq
′

j ‖ψj‖q
′

Lp′ =
∑
j⩽M

cq
′

j ⩽ 1. (2.25)

因此，由 (2.24) 和 (2.25)，

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) ⩽ C sup

φ∈S
〈f, ϕ〉/‖ϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1) +

∑
j⩾−1

ε

j2 + 1
. □

令 ε→ 0, 引理得证.

2.1.3 带权各向异性 Besov 空间的等价刻画

在本小节中，我们将给出带权各向异性 Besov 空间的一个等价刻画 (即下面
的 (2.29)) 以及基于该刻画得到的推论. 为此我们首先介绍一些记号. 对任意的可
测函数 f : RN → R 和 RN 中向量 h，一阶差分算子的定义如下:

δhf(x) := f(x+ h)− f(x),
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且对任意的 M ∈ N，M -阶的差分算子由下面的方式迭代定义

δ
(M+1)
h f(x) := δhδ

(M)
h f(x). (2.26)

根据归纳可得

δ
(M)
h f(x) =

M∑
k=0

(−1)M−k

(
M

k

)
f(x+ kh), h ∈ RN , (2.27)

其中
(
M
k

)
是组合数. 现在我们给出下面的有关带权各向异性 Besov 空间的等价刻

画. 我们认为这个结果是经典的，但是并没有在有关文献中找到。因此，为了读
者的方便，这里我们会给出详细的证明.

定理 2.1.2 令 ρ ∈ W 且 ρ−1 ∈ W . 对于任意的 s ∈ (0,∞) 和 p, q ∈ [1,∞], 存
在一个常数 C = C(ρ, a,m, p, q, s) ⩾ 1 使得对于任意的 f ∈ Bs,a

p,q(ρ),

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) �C ‖f‖B̃s,a

p,q(ρ)
�C ‖ρf‖B̃s,a

p,q
, (2.28)

其中

‖f‖B̃s,a
p,q(ρ)

:=

∫
|h|a⩽1

∥∥δ([s]+1)
h f

∥∥
Lp(ρ)

|h|sa

q

dh
|h|a·ma

1/q

+ ‖f‖Lp(ρ),

这里的 [s] 是 s 的整数部分.
此外，对于任意的 s ∈ R 和 p, q ∈ [1,∞]，

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) �C ‖ρf‖Bs,a

p,q
. (2.29)

注 2.1.3 (i) 注意到所有的 ρ ∈ W 都是速降函数空间 S (RN) 的乘子, 即对任
意的 f ∈ S (RN), f → ρf ∈ S (RN). 利用对偶性, 我们知道 ρ 也是 S ′(RN) 空间

上的乘子. 因此上述定义中出现的 ρf ∈ S ′(RN) 是良定的. 特别地，当 s > 0 时，

f ∈ Bs,a
p,q(ρ) ⊂ Lp(ρ) 是一个真实的函数，从而 δhf 也是良定的.

(ii) 对于 ρ ≡ 1，刻画 (2.28) 的证明在 [112, 引理 2.8] 中被给出. 特别地，对
于任意的 s > 0，由 (2.28) 我们有

‖f‖Cs
a(ρ) �C ‖f‖Cs/a1

x1
(ρ)

+ · · ·+ ‖f‖Cs/an
xn (ρ)

, (2.30)

其中对于 i = 1, .., n,

‖f‖Cs
xi
(ρ) := ‖f‖L∞(ρ) + sup

|hi|⩽1

∥∥∥δ([s]+1)
hi

f
∥∥∥
L∞(ρ)

|hi|s/ai
,

和

δhi
f(x) := f(· · · , xi−1, xi + hi, xi+1, · · · )− f(· · · , xi−1, xi, xi+1, · · · ).
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为了结果的连续性我们将定理 2.1.2 的证明放在本节最后，先由此得到下面的推
论.

推论 2.1.1 令 ρ ∈ W 满足 ρ−1 ∈ W . 对于任意的 α ∈ R，s > 0和 p, q ∈ [1,∞]，

存在一个常数 C = C(ρ, a,m, p, q, α, s) > 0 使得对与任意的 f ∈ Bα+s,a
p,q (ρ) 和

h ∈ RN，

‖δ([s]+1)
h f‖Bα,a

p,q (ρ) ≲C |h|sa(1 + |h|κa)‖f‖Bα+s,a
p,q (ρ), (2.31)

其中 κ ⩾ 0 为 (2.5) 中常数.

证明 基于 (2.28)，对任意的 |h|a ⩽ 1，我们有

‖δ([s]+1)
h f‖Lp(ρ) ≲ |h|sa‖f‖Bs,a

p,∞(ρ).

对于 |h|a > 1，由 (2.27) 和 (2.5) 可得

‖δ([s]+1)
h f‖Lp(ρ) ≲ (1 + |h|κa)‖f‖Lp(ρ) ≲ (1 + |h|κa)‖f‖Bs,a

p,∞(ρ).

因此，

‖δ([s]+1)
h f‖Lp(ρ) ≲ |h|sa(1 + |h|κa)‖f‖Bs,a

p,∞(ρ). (2.32)

注意到

‖Ra
jf‖Bs,a

p,∞(ρ) = sup
k⩾−1

2ks‖Ra
kRa

jf‖Lp(ρ) ≲ 2js‖Ra
jf‖Lp(ρ),

从而由 (2.32) 可得

‖δ([s]+1)
h f‖qBα,a

p,q (ρ)
=
∑
j⩾−1

2αjq‖δ([s]+1)
h Ra

jf‖
q
Lp(ρ)

≲ |h|qsa (1 + |h|κa)q
∑
j⩾−1

2αjq‖Ra
jf‖

q
Bs,a
p,∞(ρ)

≲ |h|qsa (1 + |h|κa)q
∑
j⩾−1

2(α+s)jq‖Ra
jf‖

q
Lp(ρ)

= |h|qsa (1 + |h|κa)q‖f‖
q

Bα+s,a
p,q (ρ)

.

证毕. □

在给出定理 2.1.2的证明之前，我们先介绍下面初等的计算结果.
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引理 2.1.4 对于任意的 α > 0，存在一个常数 C = C(N, a,m, α) > 0 使得对

于所有的 λ > 0，∫
|h|a⩽λ

|h|α−a·m
a dh ≲C λ

α,

∫
|h|a>λ

|h|−α−a·m
a dh ≲C λ

−α. (2.33)

证明 令 h = (h1, ..., hn) ∈ Rm1 × · · ·Rmn = RN . 如下地定义变换 h→ h̃：

h̃ := (h̃1, · · · , h̃n), h̃i := |hi|
1
ai

−1
hi.

显然，对于任意的 i = 1, .., n,

|hi| = |h̃i|ai , hi = |h̃i|ai−1h̃i,

且 ∣∣ det(∂hi/∂h̃i)
∣∣ ⩽ ami

i |h̃i|aimi−mi ⩽ ami
i |h̃|aimi−mi

1 ,

其中 ∂hi/∂h̃i 为逆变换 h̃i → hi 的 Jacob 矩阵，且 |h̃|1 :=
∑n

i=1 |h̃i|. 因此，基于

变量替换，我们有∫
|h|a⩽λ

|h|α−a·m
a dh =

∫
|h̃|1⩽λ

|h̃|α−a·m
1 Πn

i=1

∣∣ det(∂hi/∂h̃i)
∣∣dh̃

⩽
n∏

i=1

ami
i

∫
|h̃|1⩽λ

|h̃|α−N
1 dh̃ ≲ λα.

类似地， ∫
|h|a>λ

|h|−α−a·m
a dh ⩽

n∏
i=1

ami
i

∫
|h̃|1>λ

|h̃|−α−N
1 dh̃ ≲ λ−α.

证毕. □

现在我们可以给出

证明 (定理 2.1.2 的证明) 我们的证明分为四分部分，在前三个部分我们证

明 (2.28)，在第四部分我们利用 (2.28) 和对偶性质证明 (2.29).

(i) 在这一部分中，我们证明

‖f‖B̃s,a
p,q(ρ)

≲ ‖f‖Bs,a
p,q(ρ). (2.34)

简单起见，我们记 M := [s] + 1. 由 (2.5) 我们注意到

‖δhRa
jf‖Lp(ρ) ≲ (1 + |h|κa)

n∑
i=1

‖δhi
Ra

jf‖Lp(ρ),
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其中对于 h = (h1, ..., hn) 和 x = (x1, .., xn),

δhi
f(x) := f(· · · , xi−1, xi + hi, xi+1, · · · )− f(· · · , xi−1, xi, xi+1 · · · ).

由归纳可知

‖δ(M)
h Ra

jf‖Lp(ρ) ≲ (1 + |h|Mκ
a )

n∑
i1=1

· · ·
n∑

iM=1

‖δhi1
· · · δhiM

Ra
jf‖Lp(ρ).

令 |h|a ⩽ 1. 由 (2.5) 和 Bernstein 不等式 (2.16)，我们有

‖δhi1
· · · δhiM

Ra
jf‖Lp(ρ) ≲ |hi1|‖∇xi1

δhi2
· · · δhiM

Ra
jf‖Lp(ρ)

≲ · · · · · · · · ·

≲ |hi1| · · · |hiM | ‖∇xi1
· · · ∇xiM

Ra
jf‖Lp(ρ)

≲ |hi1|2ai1j · · · |hiM |2aiM j‖Ra
jf‖Lp(ρ)

≲ (2j|h|a)ai1+···+aiM ‖Ra
jf‖Lp(ρ).

另外一方面，显然有

‖δhi1
· · · δhiM

Ra
jf‖Lp(ρ) ≲ ‖Ra

jf‖Lp(ρ).

因此，

‖δhi1
· · · δhiM

Ra
jf‖Lp(ρ) ≲ ((2j|h|a)ai1+···+aiM ∧ 1)‖Ra

jf‖Lp(ρ)

≲ ((2j|h|a)M ∧ 1)‖Ra
jf‖Lp(ρ),

其中第二个不等式源自于 ai1 + · · ·+ aiM ⩾M . 所以我们可以得到

‖δ(M)
h Ra

jf‖Lp(ρ) ≲ ((2j|h|a)M ∧ 1)‖Ra
jf‖Lp(ρ) = ((2j|h|a)M ∧ 1)2−sjcj, (2.35)

其中

cj := 2sj‖Ra
jf‖Lp(ρ).

对于 q = ∞，我们有

‖δ(M)
h f‖Lp(ρ) ⩽

∑
j

‖δ(M)
h Ra

jf‖Lp(ρ) ≲
∑
j

((2j|h|a)M ∧ 1)2−sjcj ≲ |h|sa‖f‖Bs,a
p,∞(ρ).

接下来我们假设 q ∈ [1,∞). 对于所有的 |h|a ⩽ 1 的 h ∈ RN，我们选取 jh ∈ N 使

得

|h|−1
a ⩽ 2jh ⩽ 2|h|−1

a . (2.36)
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这时由 (2.35) 可得

‖δ(M)
h f‖Lp(ρ) ⩽

∑
j⩾−1

‖δ(M)
h Ra

jf‖Lp(ρ) ≲
∑
j⩾−1

((2j|h|a)M ∧ 1)2−sjcj

⩽ |h|Ma
∑
j<jh

2(M−s)jcj +
∑
j⩾jh

2−sjcj =: I1(h) + I2(h).

对于 I1(h)，由 Hölder 不等式我们有

Iq1(h) ⩽ |h|qMa

(∑
j<jh

2(M−s)j

)q−1∑
j<jh

2(M−s)jcqj

⩽ |h|M−s(1−q)
a

∑
j<jh

2(M−s)jcqj .

因此，基于 (2.36)，Fubini 定理和 (2.33)，∫
|h|a⩽1

|h|−sq
a Iq1(h)

dh
|h|a·ma

⩽
∫
|h|a⩽1

|h|M−s
a

∑
j<jh

2(M−s)jcqj
dh

|h|a·ma

⩽
∑
j⩾−1

2(M−s)jcqj

∫
|h|a⩽2−j

|h|M−s−a·m
a dh

≲
∑
j⩾−1

2(M−s)jcqj2
−(M−s)j = ‖f‖qBs,a

p,q(ρ)
.

相似地，我们有 ∫
|h|a⩽1

|h|−sq
a Iq2(h)

dh
|h|a·ma

≲ ‖f‖qBs,a
p,q(ρ)

.

同时，对于 s > 0，显然有

‖f‖Lp(ρ) ≲ ‖f‖Bs,a
p,q(ρ).

到此我们得到了 (2.34).

(ii) 在这一部分，我们证明 (2.34) 不等式的另外一边. 对于 j ⩾ 0，因为∫
RN φ̌

a
j (h)dh = (2π)N/2φa

j (0) = 0，由 (2.27) 和变量替换，我们有∫
RN

φ̌a
j (h)δ

(M)
h f(x)dh =

M∑
k=0

(−1)M−k

(
M

k

)∫
RN

φ̌a
j (h)f(x+ kh)dh

=
M∑
k=1

(−1)M−k

(
M

k

)∫
RN

φ̌a
j (h)f(x+ kh)dh

=
M∑
k=1

(−1)M−k

(
M

k

)∫
RN

φa
j (k·)ˇ(h)f(x+ h)dh.
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特别地，对于如下定义的函数

φa,M
j (ξ) := (−1)M+1

M∑
k=1

(−1)M−k

(
M

k

)
φa
j (kξ), j ⩾ −1,

我们有

(−1)M+1

∫
RN

φ̌a
j (h)δ

(M)
h f(x)dh = [φa,M

j ]ˇ∗ f(x) =: Ra,M
j f(x),

且当 j ⩾ 0 时，

‖Ra,M
j f‖Lp(ρ) ⩽

∫
RN

|φ̌a
j (h)| ‖δ

(M)
h f‖Lp(ρ)dh = I0j + I1j + I2j ,

其中

I0j :=

∫
|h|a>1

|φ̌a
j (h)| ‖δ

(M)
h f‖Lp(ρ)dh,

I1j :=

∫
|h|a⩽2−j

|φ̌a
j (h)| ‖δ

(M)
h f‖Lp(ρ)dh,

I2j :=

∫
2−j<|h|a⩽1

|φ̌a
j (h)| ‖δ

(M)
h f‖Lp(ρ)dh.

对于 I0j 项，由 (2.27) 和 (2.5)，存在一个常数 κ > 0 使得

‖δ(M)
h f‖Lp(ρ) ≲ (1 + |h|κa)‖f‖Lp(ρ),

继而

I0j ≲ ‖f‖Lp(ρ)

∫
|h|a>1

|φ̌a
j (h)|(1 + |h|κa)dh

= ‖f‖Lp(ρ)

∫
|h|a>2j

|φ̌a
0(h)|(1 + 2−jκ|h|κa)dh

⩽ ‖f‖Lp(ρ)2
−j(s+1)

∫
|h|a>2j

|φ̌a
0(h)|(1 + |h|κa)|h|s+1

a dh

≲ 2−j(s+1)‖f‖Lp(ρ),

以及 ∑
j⩾0

2sqj(I0j )
q ≲ ‖f‖qLp(ρ).

现在来看 I1j 项，基于 Hölder 不等式和变量替换，对于 q′ := q/(q − 1)，我们有

(I1j )
q ⩽

(∫
|h|a⩽2−j

|φ̌a
j (h)|q

′dh
)q−1 ∫

|h|a⩽2−j

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)dh
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= 2a·mj

(∫
|h|a⩽1

|φ̌a
0(h)|q

′dh
)q−1 ∫

|h|a⩽2−j

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)dh.

所以由 Fubini 定理可得∑
j⩾0

2sqj(I1j )
q ≲

∑
j⩾0

2sqj+a·mj

∫
|h|a⩽2−j

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)dh

=

∫
|h|a⩽1

∑
j⩾0,|h|a⩽2−j

2sqj+a·mj‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)dh

≲
∫
|h|a⩽1

|h|−sq−a·m
a ‖δ(M)

h f‖qLp(ρ)dh.

接下来考虑 I2j 项. 由基于测度 dh
|h|a·ma

的 Hölder 不等式，我们有

(I2j )
q = 2−Mqj

(∫
2−j<|h|a⩽1

|2ajh|a·m+M
a |φ̌a

0(2
ajh)|

‖δ(M)
h f‖Lp(ρ)

|h|Ma
dh

|h|a·ma

)q

⩽ 2−Mqj

(∫
|h|a⩾1

(|h|a·m+M
a |φ̌a

0(h)|)q
′ dh
|h|a·ma

)q−1∫
2−j⩽|h|a⩽1

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)

|h|Mq
a

dh
|h|a·ma

.

我们类似地使用 Fubini 定理得到

∑
j⩾0

2sqj(I2j )
q ≲

∑
j⩾0

2(s−M)qj

∫
2−j⩽|h|a⩽1

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)

|h|Mq
a

dh
|h|a·ma

≲
∫
|h|a⩽1

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)

|h|sqa
dh

|h|a·ma

.

注意带对于 j = −1，以上所有的估计都是简单的. 因此，综上我们有

∑
j⩾−1

2sqj‖Ra,M
j f‖qLp(ρ) ≲

∫
|h|a⩽1

‖δ(M)
h f‖qLp(ρ)

|h|sqa
dh

|h|a·ma

+ ‖f‖Lp(ρ).

另外一边，注意到

φa,M
j (ξ) = φa,M

−1 (2−a(j+1)ξ)− φa,M
−1 (2−ajξ)

以及

φa,M
−1 (ξ) = 1 当 ξ ∈ Ba

1/(2M) 和 φa,M
−1 (ξ) = 0 当 ξ /∈ Ba

2/3,

所以我们有

supp φa,M
j ⊂ Ba

2j+1 \Ba
(2j−1)/M .

因此，对于任意的 i, j ⩾ −1 满足 |j − i| > log2M + 2 =: γ,

Ra,M
j Ra

i f(x) = 0.
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此外，还注意到对于任意的 ξ ∈ RN，

∑
j⩾−1

φa,M
j (ξ) = (−1)M+1

M∑
k=1

∑
j⩾−1

(−1)M−k

(
M

k

)
φa
j (kξ)

= (−1)M+1

M∑
k=1

(−1)M−k

(
M

k

)
= 1,

继而

Ra
i f =

∑
j⩾−1

Ra
iR

a,M
j f =

∑
|j−i|⩽γ

Ra
iR

a,M
j f.

因此，由 (2.16)，我们有∑
i⩾−1

2sqi‖Ra
i f‖

q
Lp(ρ) ⩽

∑
i⩾−1

2sqi
∑

|i−j|⩽γ

‖Ra
iR

a,M
j f‖qLp(ρ)

≲
∑
i⩾−1

2sqi
∑

|i−j|⩽γ

‖Ra,M
j f‖qLp(ρ)

≲
∑
j⩾−1

2sqj‖Ra,M
j f‖qLp(ρ) ≲ ‖f‖B̃s,a

p,q(ρ)
.

从而对于 s > 0 得到 (2.28) 中的第一个等价关系.

(iii) 我们在这部分中对 s > 0 证明 (2.28) 中的第二个等价关系. 对于 s ∈

(0, 1) 和 |h|a ⩽ 1，由 (2.4) 和 (2.5) 我们有

‖[δh, ρ]f‖Lp≲‖fδhρ‖Lp ≲ |h|‖f‖Lp(ρ) ⩽ |h|a‖f‖Lp(ρ),

从而对于任意的 s ∈ (0, 1),

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) � ‖f‖B̃s,a

p,q(ρ)
� ‖ρf‖B̃s,a

p,q
� ‖ρf‖Bs,a

p,q
. (2.37)

对于 s ∈ [1, 2)，我们有

‖[δ(2)h , ρ]f‖Lp≲‖fδ(2)h ρ‖Lp + ‖δhρδhf‖Lp ≲ |h|2a‖fρ‖Lp + |h|a‖ρδhf‖Lp ,

继而得到 (2.37) 对所有的 s ∈ [1, 2) 成立. 由归纳可得 (2.37) 对所有的 s > 0 成

立.

(iv) 在最后这部分中，我们证明 (2.29) 对所有的 s ⩽ 0 成立. 对于 s < 0，由

引理 2.1.3 和在第 (iii) 部分得到的关于 s > 0 的等价，我们有

‖f‖Bs,a
p,q(ρ) ≲ sup

φ∈S

|〈f, ϕ〉|
‖ϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1)

≲ sup
φ∈S

|〈f, ϕ〉|
‖ρ−1ϕ‖B−s,a

p′,q′

≲ ‖ρf‖Bs,a
p,q
.
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对于 s = 0 和 q ∈ [1,∞)，我们有

‖f‖qB0,a
p,q(ρ)

=
∑
j⩾−1

‖Ra
jf‖

q
Lp(ρ) ⩽

∑
j⩾−1

(∑
k⩾−1

‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖Lp(ρ)

)q

⩽ I1 + I2,

其中

I1 :=
∑
j⩾−1

(∑
k⩽j

‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖Lp(ρ)

)q

,

I2 :=
∑
j⩾−1

(∑
k>j

‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖Lp(ρ)

)q

.

固定 α ∈ (0, 1). 由 Hölder 不等式，我们有

I1 =
∑
j⩾−1

(∑
k⩽j

2αk2−αk‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖Lp(ρ)

)q

⩽
∑
j⩾−1

(∑
k⩽j

2αkq/(q−1)

)q−1∑
k⩽j

2−αkq‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖

q
Lp(ρ)

≲
∑
j⩾−1

2αqj
∑
k⩾−1

2−αkq‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖

q
Lp(ρ)

=
∑
k⩾−1

2−αkq
∑
j⩾−1

2αqj‖Ra
j (ρ

−1Ra
k(ρf))‖

q
Lp(ρ).

注意到 ∑
j⩾−1

2αqj‖Ra
j (ρ

−1g)‖qLp(ρ) = ‖ρ−1g‖qBα,a
p,q (ρ)

≲ ‖g‖qBα,a
p,q
,

我们进一步得到

I1 ≲
∑
k⩾−1

2−αkq‖Ra
k(ρf)‖

q
Bα,a
p,q

≲
∑
k⩾−1

‖Ra
k(ρf)‖

q
Lp = ‖ρf‖qB0,a

p,q
.

类似地，

I2 ≲
∑
k⩾−1

2αkq‖Ra
k(ρf))‖

q

B−α,a
p,q

≲ ‖ρf‖qB0,a
p,q
.

因此，对于任意的 q ∈ [1,∞)

‖f‖qB0,a
p,q(ρ)

≲ ‖ρf‖qB0,a
p,q
.

对于 q = ∞，计算和结果是一样的.

此外，对于 s ⩽ 0，由对偶性质，我们有

‖ρf‖Bs,a
p,q

≲ sup
φ∈S

|〈ρf, ϕ〉|
‖ϕ‖B−s,a

p′,q′

≲ sup
φ∈S

|〈f, ρϕ〉|
‖ρϕ‖B−s,a

p′,q′ (ρ
−1)

≲ ‖f‖Bs,a
p,q(ρ).

证毕. □
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2.2 仿积运算

在本节中，我们引入基于 Bony 分解 [11]，在文章 [46] 中定义及发展的拟
控制计算中的一些基本知识. 首先，一个重要的结果是：对于两个缓增广义函数
f ∈ Cα

a，g ∈ Cβ
a，它们的乘积 fg 是良定的当且仅当 α + β > 0. 具体的定义方式

由下面的引理给出.

引理 2.2.1 令 ρ1, ρ2 ∈ W . 对于任意的 β ∈ R，

‖f ≺ g‖Cβ
a(ρ1ρ2)

≲C ‖f‖L∞(ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

, (2.38)

且对于任意的 α < 0 和 β ∈ R，

‖f ≺ g‖Cα+β
a (ρ1ρ2)

≲C ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
. (2.39)

此外，对于任意满足 α + β > 0 的 α, β ∈ R,

‖f ◦ g‖Cα+β
a (ρ1ρ2)

≲C ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
. (2.40)

特别地，对于任意满足 α + β > 0 的 α, β ∈ R 和 f ∈ Cα
a (ρ1)，g ∈ Cβ(ρ2)，在

Bony 分解 (2.14) (亦被称为 Bony 仿积) 的意义下，乘积 fg 是良定的，且

‖fg‖Cα∧β
a (ρ1ρ2)

≲C ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
. (2.41)

证明 为了使得 f ≺ g，f � g 和 f ◦ g 有意义，实际上只需要证明对应的

级数在对应的 Besov 范数下绝对收敛. 这里我们采用 [46, 引理 2.1] 和 [40, 引理

2.14] 中的证明方法. 首先，由 (2.15) 可知

‖f ≺ g‖Cβ
a(ρ1ρ2)

= sup
k

2βk

∥∥∥∥∥∥Ra
k

 ∑
|j−k|⩽3

Sj−1fRa
jg

∥∥∥∥∥∥
L∞(ρ1ρ2)

≲ sup
k

∑
|j−k|⩽3

2βk‖Sj−1fRa
jg‖L∞(ρ1ρ2)

≲ sup
k

‖Sk−1f‖L∞(ρ1)2
βk‖Ra

jg‖L∞(ρ2).

由 (2.18) 和带权各向异性 Besov 空间定义，我们得到 (2.38).

另一方面对于任意的 α < 0 和 f ∈ Cα
a (ρ1)，我们有

‖f ≺ g‖Cα+β
a (ρ1ρ2)

≲ sup
k

2αk‖Sk−1f‖L∞(ρ1)2
βk‖Ra

kg‖L∞(ρ2)

≲ sup
k

2αk
∑
i⩽k−2

‖Ra
i f‖L∞(ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
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≲ sup
k

2αk
∑
i⩽k−2

2−αi‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
≲ ‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

.

接下来为了估计 f ◦ g，我们首先给出下面的观察: 对于任意的 k ⩾ −1，

Ra
k

 ∑
|j−i|⩽1

Ra
i fRa

jg

 = 0, 若 i < k − 2.

实际上，对于任意的 i ⩾ −1，
∑

|j−i|⩽1 Ra
i fRa

jg = Ra
i f
(∑i+1

j=i−1 Ra
jg
)
的 Fourier

变换具有在球 Ba
2j+1 内的紧支撑. 因此，对于 α + β > 0，我们有

‖f ◦ g‖Cα+β(ρ1ρ2) ≲ sup
k

2(α+β)k
∑
i⩾k−2

‖Ra
i f‖L∞(ρ1)

i+1∑
j=i−1

‖Ra
kg‖L∞(ρ2)

≲ sup
k

2(α+β)k
∑
i⩾k−2

2−(α+β)i‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
≲ ‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

.

证毕. □

为了建立动理学算子下的拟控制计算，我们下面给出一些交换子估计. 对于任意
两个抽象算子 A1 和 A2，我们用下面的记号作为它们之间的交换子：

[A1,A2]f := A1(A2f)− A2(A1f).

我们首先给出一个简单的交换子估计 (参见 [46, 引理 2.2])

引理 2.2.2 对于任意的 ρ1, ρ2 ∈ W，和 α ∈ (0, 1)，存在一个常数 C =

C(ρ1, ρ2, α, a,m) > 0 使得对于所有的 j ⩾ −1，

‖[Ra
j , f ]g‖L∞(ρ1ρ2) ≲C 2−αj‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖L∞(ρ2). (2.42)

证明 由定义可得

[Ra
j , f ]g(x) =

∫
RN

φ̌a
j (x− y) (f(y)− f(x)) g(y)dy.

由 (2.32) 和 (2.5)，我们有

‖[Ra
j , f ]g‖L∞(ρ1ρ2) ≲ ‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖L∞(ρ2) sup
x

∫
RN

|φ̌a
j (x− y)||x− y|α(1 + |x− y|)κdy

≲ 2−αj‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖L∞(ρ2)

其中 κ 为一个与 ρ1, ρ2 相关的常数. 证毕. □

利用上面的交换子估计，我们可以得到下面另一个交换子的结果 (参见 [46, 引理
2.3]).
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引理 2.2.3 假设 ρ1, ρ2 ∈ W , α ∈ (0, 1)和 β ∈ R. 令 f ∈ Cα
a (ρ1)和 g ∈ Cβ

a(ρ2).
则对于

Rj(f, g) := Ra
j (f ≺ g)− fRa

jg,

存在常数 C = C(ρ1, ρ2, α, a,m) > 0 使得对所有的 j ⩾ −1，

‖Rj(f, g)‖L∞(ρ1ρ2) ≲C 2−j(α+β)‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
.

证明 注意到 f ≺ g =
∑

i⩾−1 f ≺ Ra
jg 且

f ≺ Ra
i g =

∑
k

Sk−1fRa
iRa

kg =
i+1∑

k=i−1

Sk−1fRa
k(Ra

i g),

继而由 (2.15),

Ra
j (f ≺ g) =

k+1∑
i=k−1

∑
|k−j|⩽3

Ra
j (Sk−1fRa

k(Ra
i g))

=

j+4∑
i=j−4

∑
k

Ra
j (Sk−1fRa

k(Ra
i g)) =

j+4∑
i=j−4

Ra
j (f ≺ Ra

i g)

=

j+4∑
i=j−4

Ra
j (fRa

i g)−
j+4∑

i=j−4

Ra
j (f ≽ Ra

i g)

=

j+4∑
i=j−4

fRa
jRa

i g +

j+4∑
i=j−4

[Ra
j , f ]Ra

i g −
j+4∑

i=j−4

Ra
j (f ≽ Ra

i g).

接着由 (2.10) 注意到
∑j+4

i=j−4 Ra
jRa

i g = Ra
jg. 因此我们有

‖Ra
j (f ≺ g)− fRa

jg‖L∞(ρ1ρ2)

⩽
j+4∑

i=j−4

‖[Ra
j , f ]Ra

i g‖L∞(ρ1ρ2) +

j+4∑
i=j−4

‖Ra
j (f ≽ Ra

i g)‖L∞(ρ1ρ2).

利用 (2.42) 和 (2.39), (2.40)，我们有

‖Rj(f, g)‖L∞(ρ1ρ2) ≲2−αj‖f‖Cα
a (ρ1)‖R

a
jg‖L∞(ρ2)

+ 2−(α+β)j‖f‖Cα
a (ρ1)

j+4∑
i=j−4

‖Ra
jg‖Cβ

a(ρ2)

≲2−(α+β)j‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
.

证毕. □
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基于上面的交换子估计，我们给出下面关键的延拓结果. 也是 [46, 引理 2.4] 的带
权的各向异性的版本.

引理 2.2.4 令 ρ1, ρ2, ρ3 ∈ W . 假设 α ∈ (0, 1), β, γ ∈ R，α + β + γ > 0 且

β+ γ < 0. 则存在一个作用在 Cα
a (ρ1)×Cβ

a(ρ2)×Cγ
a(ρ3)上的有界三线性算子 com

使得

com(f, g, h) = (f ≺ g) ◦ h− f(g ◦ h), ∀f, g, h ∈ S (RN).

这里的有界三线性算子的意思是当固定其他两个函数时关于第三个函数是线性

的，且存在一个常数 C > 0 使得对于任意的 (f, g, h) ∈ Cα
a (ρ1)×Cβ

a(ρ2)×Cγ
a(ρ3)，

‖com(f, g, h)‖Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

≲C ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3). (2.43)

此外，若 β < 0且 α+β > 0，则 [h◦, f ]g 可以延拓为一个 Cα
a (ρ1)×Cβ

a(ρ2)×Cγ
a(ρ3)

上的有界三线性算子，即存在常数 C > 0,

‖[h◦, f ]g‖Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

≲C ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3). (2.44)

证明 对于任意的 f, g, h ∈ S (RN)，注意到

com(f, g, h) =
∑

j,k⩾−1

∑
|i−j|⩽1

(
Ra

i (Ra
kf ≺ g)Ra

jh−Ra
kfRa

i gRa
jh
)
.

基于 (2.15) 和 (2.10)，

Ra
i (Ra

kf ≺ g) =
∑

|ℓ−i|⩽3

1k⩽ℓ+1Ra
i (Sℓ−1(Ra

kf) ≺ Ra
ℓg)

= 1k⩽i+4Ra
i (Ra

kf ≺ g).

这时，我们有

com(f, g, h) =
∑

j,k⩾−1

∑
|i−j|⩽1

(
1i⩾k−4Ra

i (Ra
kf ≺ g)Ra

jh−Ra
kfRa

i gRa
jh
)

=
∑

j,k⩾−1

∑
|i−j|⩽1

(
1i⩾k−4Ri(Ra

kf, g)Ra
jh

+ 1i⩾k−4Ra
kfRa

i gRa
jh−Ra

kfRa
i gRa

jh
)

=
∑

j,k⩾−1

∑
|i−j|⩽1

(
1i⩾k−4Ri(Ra

kf, g)Ra
jh− 1i<k−4Ra

kfRa
i gRa

jh
)
, (2.45)
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其中 Ri(·, ·)的定义见引理 2.2.3. 我们接下来分别计算上式右侧的两部分. 对于第

一部分，观察到对于任意的 j ⩾ −1,

∑
k⩾−1

∑
i:|i−j|⩽1

1i⩾k−4Ri(Ra
kf, g)Ra

jh =

j+1∑
i=j−1

∑
k⩽i+4

(Ra
i (Ra

kf ≺ g)−Ra
kfRa

i g)Ra
jh.

故而该函数的 Fourier 变换的支撑在球 Ba
2j+5 内. 基于引理 2.2.3，我们有∥∥∥ ∑

j,k⩾−1

∑
i:|i−j|⩽1

1i⩾k−4Ri(Ra
kf, g)Ra

jh
∥∥∥

Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

= sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ
∥∥∥Rℓ

( ∑
j⩾ℓ−5

∑
i:|i−j|⩽1

Ri(
∑
k⩽i+4

Ra
kf, g)Ra

jh
)∥∥∥

L∞(ρ1ρ2ρ3)

≲ sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ
∑
j⩾ℓ−5

∑
i:|i−j|⩽1

2−i(α+β)
∥∥∥ ∑

k⩽i+4

Ra
kf
∥∥∥

Cα
a (ρ1)

‖g‖Cβ
a(ρ2)

2−γj‖h‖Cγ
a(ρ3).

注意到 α + β + γ > 0，我们有∥∥∥ ∑
j,k⩾−1

∑
|i−j|⩽1

1i⩾k−4Ri(Ra
kf, g)Ra

jh
∥∥∥

Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

≲ sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ
∑
j⩾ℓ−5

2−j(α+β+γ)‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3)

≲ ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3).

现在我们来看 (2.45) 的第二项. 我们还是可以观察到对于任意的 k ⩾ −1,

∑
j⩾−1

∑
i:|i−j|⩽1

1i⩽k−4Ra
kfRa

i gRa
jh =

k−4∑
i=−1

∑
j:|i−j|⩽1

Ra
kfRa

i gRa
jh

的 Fourier 变换具有 Ba
2k
内的紧支撑. 因此，对于 β + γ < 0 和 α + β + γ > 0∥∥∥ ∑

j,k⩾−1

∑
i:|i−j|⩽1

1i⩽k−4Ra
kfRa

i gRa
jh
∥∥∥

Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

= sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ‖Ra
ℓ

( ∑
k⩾ℓ−2

∑
j⩾−1

∑
i:|i−j|⩽1

1i⩽k−4Ra
kfRa

i gRa
jh
)∥∥∥

L∞(ρ1ρ2ρ3)

⩽ sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ
∑
k⩾ℓ−2

k−4∑
i=−1

i+1∑
j=i−1

2−αk2−βi2−γj‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3)

≲ sup
ℓ⩾−1

2(α+β+γ)ℓ
∑
k⩾ℓ−2

2−αk

k−4∑
i=−1

2−(β+γ)i‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3)

≲ ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3).
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到此我们得到了算子 com 对于 f, g, h ∈ S (RN) 的有界性 (2.43).

现在我们可以立刻把 com 延拓为 (S (RN))3 关于 Cα
a (ρ1) × Cβ

a(ρ2) × Cγ
a(ρ3)

空间范数的完备化空间上. 遗憾的是这个空间是 Cα
a (ρ1)×Cβ

a(ρ2)×Cγ
a(ρ3) 空间的

严格子空间，因为 Cθ
a(ρ) 并不能被 S (RN) 中的函数列在 ‖ · ‖Cθ

a(ρ)
下逼近. 实际

上我们只有

‖f − fn‖Cθ−ε
a (ρ) ≲ n−ε‖f‖Cθ

a(ρ)
, ∀ε > 0,

其中 fn为 f 与经典磨光子的卷积 (更一般的情况下，C∞
b 函数在 Hölder范数 ‖·‖Cα

下的完备化空间被称为 little Hölder 空间. Little Hölder 空间和原 Hölder 空间等

价，当且仅当 α ∈ N0，参考 [117]). 因此我们这里只能对任意的 α′ < α,β′ < β,

γ′ < γ 满足 α′ ∈ (0, 1) α′ + β′ + γ′ > 0 和 β′ + γ′ < 0，先将 com 延拓为

Cα′
a (ρ1)×Cβ′

a (ρ2)×Cγ′
a (ρ3) 上的有界三线性算子. 注意到当 θ > 0 时，由 (2.30)和

下面的观察

|f(x)− f(y)|
|x− y|θ

⩽ lim
θ′→θ

|f(x)− f(y)|
|x− y|θ′

⩽ lim sup
θ′→θ

‖f‖Cθ′ ,

我们有

‖com(f, g, h)‖Cα+β+γ
a (ρ1ρ3ρ3)

= lim sup
α′↑α,β′↑β,γ′↑γ

‖com(f, g, h)‖Cα′+β′+γ′
a (ρ1ρ3ρ3)

.

实际上我们关于 (2.43) 的常数 C 是关于 α′β′, γ′ 一致的，因此，

‖com(f, g, h)‖Cα+β+γ
a (ρ1ρ3ρ3)

≲ lim sup
α′↑α,β′↑β,γ′↑γ

‖f‖Cα′
a (ρ1)

‖g‖Cβ′
a (ρ2)

‖h‖Cγ′
a (ρ3)

≲ ‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
‖h‖Cγ

a(ρ3),

其中最后一步来自于 Fatou 引理 (参见 [3, 定理 2.72]).

现在我们来证明 (2.44). 首先注意到

[h◦, f ]g = h ◦ (gf)− f(h ◦ g) = h ◦ (f ≽ g) + com(f, g, h).

由引理 2.2.1，我们有

‖h ◦ (f ≽ g)‖Cα+β+γ
a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖h‖Cγ
a(ρ3)‖f ≽ g‖Cα+β

a (ρ1ρ2)

≲ ‖h‖Cγ
a(ρ3)‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

.

这时再利用 (2.43)，我们得到 (2.44). 到此引理得证. □
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第三章 动理学算子半群和交换子估计

在本章，我们介绍有关动理学算子半群的基本估计. 相比于经典的热半群，
由于传输项 v · ∇x 的出现，动理学算子的半群与分块算子 Ra

j 不可交换 (见下面
的 (3.14))，这种不可交换会带来新的问题与关于拟控制计算中交换子的新的形式
(见引理 3.4.1). 在第 3.1 节中，我们会给出关于动理学算子半群都最优正则性估
计. 在第 3.2 节中，我们将介绍动理学 Hölder 空间. 我们通过引入以速度 v 匀

速运动的时间推移算子 x → x + tv，将经典的 Hölder 空间变为与动理学算子更
加相容的动理学 Hölder 空间. 同时，基于 [114] 的方法，我们也给出了关于带权
空间的一个局部的等价刻画. 这个刻画会帮助我们得到线性方程 (1.14) 的适定性.
在第 3.3 节中，我们会在动理学 Hölder 空间中建立动理学算子的 Schauder 估计.
在第 3.4节中，我们将证明有关动理学算子半群的交换子估计. 由 (1.20)可知，该
估计是建立拟控制解定义的关键.
在本篇学位论文的余下内容中，我们固定第 2.1.1 小节内的参数

N = 2d, d ∈ N, n = 2, m1 = m2 = d, a = (3, 1).

对于所有的 t > 0，令 Pt 为如下的动理学算子半群

Ptf(z) := Γtpt ∗ Γtf(z) = Γt(pt ∗ f)(z), z = (x, v) ∈ R2d, (3.1)

其中对于任意 t ∈ R,

Γtf(z) := f(Γtz), Γtz := (x+ tv, v),

和

pt(z) = pt(x, v) =

(
4πt4

3

)−d/2

exp
(
−3|x|2 + |3x− 2tv|2

4t3

)
. (3.2)

注意到 pt 是下面过程在时刻 t > 0 的关于 Lebesgue 测度的分布密度

Zt := (Xt, Vt) =

(√
2

∫ t

0

Bsds,
√
2Bt

)
,

其中 (Bt)t⩾0 是一个标准的 d 维布朗运动. 我们上面考虑各向异性参数 a = (3, 1)

的原因是下面的尺度变换成立

(Xλt, Vλt)
(d)
= (λ

3
2Xt, λ

1
2Vt), λ > 0.

- 39 -



武汉大学博士学位论文

我们给出下面的观察方便以后使用

ΓtΓs = Γt+s, pt(z) = t−a·m/2p1(t
−a/2z), (3.3)

且对于任意的 ϕ ∈ C∞
b (R2d),

∂tPtϕ = (∆v + v · ∇x)Ptϕ.

接下来我们我们给出各向异性多项式权的定义.

定义 3.0.1 令 Pw 是由形如下面的多项式函数组成的空间：

ρ(z) = %(z)κ, κ ∈ R, (3.4)

其中对于 z = (x, v),

%(x, v) := ((1 + |x|2)1/3 + 1 + |v|2)−1/2 � (1 + |z|a)−1. (3.5)

显然存在一个常数 C0 = C0(κ, d) > 0 使得

ρ(z) ⩽ C0ρ(z̄)(1 + |z − z̄||κ|a ), (3.6)

且对于任意的 j ∈ N 存在常数 Cj = Cj(κ, d) > 0 使得

|∇j
vρ(z)| ⩽ Cjρ(z)%

j(z), |∇j
xρ(z)| ⩽ Cjρ(z)%

2j(z), (3.7)

且对于任意的 T > 0，存在一个常数 CT = CT (κ, d) > 0 使得

C−1
T ρ(z) ⩽ Γtρ(z) ⩽ CTρ(z), z ∈ R2d, t ∈ [0, T ]. (3.8)

此外，对于任意的 ρ1, ρ2 ∈ Pw，

ρ1/ρ2, ρ1ρ2, ρ1 ∨ ρ2, ρ1 ∧ ρ2 ∈ Pw.

特别地，若 ρ ∈ Pw 则 ρ−1 = 1/ρ ∈ Pw. 由上述分析可知 Pw ⊂ W . 且 Pw 关于

ρ−1 封闭，继而引理 2.1.3 和定理 2.1.2 都是适用的.

3.1 动理学算子半群的正则性估计

在本节中，我们会建立有关动理学算子半群的基本估计. 为此，我们首先介
绍有关算子半群密度 pt 在分块算子 Ra

j 作用下的估计，再得到一个核心的分解公

式 (3.14).
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引理 3.1.1 对于任意的 α, β, γ ⩾ 0 和 T > 0，存在一个常数 C =

C(T, d, α, β, γ) > 0 使得对于任意的 j ⩾ −1 和 t ∈ (0, T ]，∫
R2d

|x|β|v|γ|Ra
jΓtpt(x, v)|dxdv ≲C 2−(3β+γ)j((t1/22j)−α ∧ 1). (3.9)

特别地，对于任意的 ρ ∈ Pw，T > 0和 α ⩾ 0，存在一个常数 C = C(T, d, α, ρ) > 0

使得对于所有的 j ⩾ −1 和 t ∈ (0, T ],

‖Ra
jΓtpt‖L1(ρ) ≲C (t1/22j)−α ∧ 1. (3.10)

证明 令 h̄ := t−
1
22−j,，我们首先对所有的 j ⩾ 0 和 n ∈ N0 得到下面的估

计

Jj(t) :=

∫
R2d

|x|β|v|γ|Ra
jΓtpt(x, v)|dxdv

≲C 2−(3β+γ)j
(
h̄3n + h̄n

)(
1 + h̄−(3β+γ)

)
,

(3.11)

其中 C = C(d, n, β, γ) > 0. 我们注意到

Jj(t) = 2−(3(d+β)+d+γ)j

×
∫
R2d

|x|β|v|γ
∣∣∣∣∫

R2d

φ̌a
0(x− x̄, v − v̄)pt(2

−3jx̄+ t2−j v̄, 2−j v̄)dx̄dv̄
∣∣∣∣ dxdv

=: 2−(3(d+β)+d+γ)jUj(t).

由 pt 的尺度性质 (3.3)，我们有

U =

∫
R2d

|x|β|v|γ
∣∣∣∣∫

R2d

φ̌a
0(x− x̄, v − v̄)p1(h̄

3x̄+ h̄v̄, h̄v̄)dx̄dv̄
∣∣∣∣ dxdv.

因为函数 φa
0 是一个圆环内的紧支撑函数光滑，所以我们对其定义如下的 laplace

算子的逆算子

̂(∆−n
x,vφ̌

a
0)(ξ, η) := (|ξ|2 + |η|2)−nφa

0(ξ, η) ∈ S (R2d),

其中 ∆−n
x,vφ̌

a
0 是良定的 Schwartz 函数. 因此，我们有下面的估计

U =

∫
R2d

|x|β|v|γ
∣∣∣∣∫

R2d

∆−n
x̄,v̄φ̌

a
0(x− x̄, v − v̄)∆n

x,vp1(h̄
3x̄+ h̄v̄, h̄v̄)dx̄dv̄

∣∣∣∣ dxdv

⩽
∫
R2d

|x|β|v|γ|∆−n
x,vφ̌

a
0(x, v)|dxdv

∫
R2d

|∆n
x̄,v̄p1(h̄

3x̄+ h̄v̄, h̄v̄)|dx̄dv̄

+

∫
R2d

|∆−n
x,vφ̌

a
0(x, v)|dxdv

∫
R2d

|x̄|β|v̄|γ|∆n
x̄,v̄p1(h̄

3x̄+ h̄v̄, h̄v̄)|dx̄dv̄.
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由求导链式法则，

∇n
x̄∇m

v̄ p1(h̄
3x̄+ h̄v̄, h̄v̄) = h̄3n+m(∇n

x∇m
v p1 +∇n+m

x p1)(h̄
3x̄+ h̄v̄, h̄v̄), ∀m,n ∈ N,

进而基于基础而繁琐的计算和变量替换我们可以得到对于任意的 n ∈ N,∫
R2d

|∆n
x̄,v̄p1(h̄

3x+ h̄v, h̄v)|dxdv ≲ h̄3(n−d)−d + h̄n−4d.

和 ∫
R2d

|x|β|v|γ|∆n
x̄,v̄p1(h̄

3x+ h̄v, h̄v)|dxdv ≲
(
h̄3(n−d)−d + h̄n−4d

)
h̄−3β−γ.

因此，对于任意的 n ∈ N,

U ≲
(
h̄3(n−d)−d + h̄n−4d

)(
1 + h̄−3β−γ

)
,

继而我们可以得到 (3.11). 因为 n ∈ N 是任意的，我们显然有对于任意的 α ⩾ 0

Jj(t) ≲C 2−(3β+γ)jh̄α = 2−(3β+γ)j(t1/22j)−α.

当 j = −1 时，

J−1(t) ⩽ C ⩽ CT α/2t−α/2.

继而通过 α ⩾ 0的任意性我们得到了 (3.9). 且 (3.10)是 (3.9)的直接推论. 证毕.□

接下来我们给出下面重要的观察.

引理 3.1.2 给定 t ⩾ 0 和 j ∈ N0，定义

Θt
j :=

{
` ⩾ −1 : 2ℓ ⩽ 24(2j + t23j), 2j ⩽ 24(2ℓ + t23ℓ)

}
.

(i) 对于任意的 ` ∈ Θt
j，我们有

Ra
jΓtRa

ℓ = 0. (3.12)

(ii) 对于任意的 0 6= β ∈ R，存在一个常数 C = C(β) > 0 使得

∑
ℓ∈Θt

j

2βℓ ≲C 2jβ
(
1 + t22j

)|β|
, j ∈ N0, t ⩾ 0. (3.13)
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证明 (i) 由 Fourier 变换的 Parsavel 恒等式，我们有

〈Ra
jf,ΓtRa

ℓg〉 =
∫
R2d

R̂a
jf(ξ1, ξ2)Γ̂tRa

ℓg(ξ1, ξ2)dξ1dξ2

=

∫
R2d

φa
j (ξ1, ξ2)f(ξ1, ξ2)φ

a
ℓ (ξ1, ξ2 − tξ1)g(ξ1, ξ2 − tξ1)dξ1dξ2.

注意到

suppφa
j ⊂ {ξ : 2j−1 ⩽ |ξ|a ⩽ 2j+1}.

固定 j ∈ N 和 t > 0，易知 〈Ra
jf,ΓtRa

ℓg〉 = 0 当且仅当

{ξ : 2j−1 ⩽ |ξ|a ⩽ 2j+1} ∩ {ξ = (ξ1, ξ2) : 2
ℓ−1 ⩽ |(ξ1, ξ2 − tξ1)|a ⩽ 2ℓ+1} = ∅,

这与 ` /∈ Θt
j 是等价的.

(ii) 固定 β > 0. 注意到对于任意的 ` ∈ Θt
j 且 ` ⩽ j，

2−ℓ ⩽ 2α+22−j(1 + t2ℓα) ⩽ 2α+22−j(1 + t2jα) =: D ⇒ ` ⩾ − lnD/ ln 2.

因此， ∑
ℓ∈Θt

j

2−ℓβ =
∑

ℓ∈Θt
j ;ℓ⩾j

2−ℓβ +
∑

ℓ∈Θt
j ;ℓ<j

2−ℓβ ⩽
∑
ℓ⩾j

2−ℓβ +
∑

− lnD/ ln 2⩽ℓ

2−ℓβ

⩽ 2−jβ

1− 2−β
+

Dβ

1− 2−β
≲ 2−jβ(1 + t2jα)β.

类似地，对于 D := 2α+22j(1 + t2jα)，我们有∑
ℓ∈Θt

j

2ℓβ =
∑

ℓ∈Θt
j ;ℓ⩾j

2ℓβ +
∑

ℓ∈Θt
j ;ℓ<j

2ℓβ ⩽
∑

ℓ⩽lnD/ ln 2

2ℓβ +
∑
ℓ<j

2ℓβ

≲ Dβ + 2jβ ≲ 2jβ(1 + t2jα)β.

证毕. □

注 3.1.1 由 (3.1)，我们有

Ra
jPtf = (Γtpt) ∗ (Ra

jΓtf) =
∑
ℓ⩾−1

(Γtpt) ∗ (Ra
jΓtRa

ℓf).

利用 (3.12)，我们可以得到下面的关于动理学算子半群的分解公式:

Ra
jPtf =

∑
ℓ∈Θt

j

(Γtpt) ∗ (Ra
jΓtRa

ℓf) =
∑
ℓ∈Θt

j

Ra
jPtRa

ℓf, j ∈ N0. (3.14)
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借由 (3.14)，我们可以下面的引理来刻画动理学算子半群 Pt 的正则性.

引理 3.1.3 (i) 对于任意的 ρ ∈ Pw，α ⩾ 0，β ∈ R和 T > 0，存在一个常数

C = C(ρ, T, d, α, β) > 0 使得对于所有的 j ⩾ −1，t ∈ (0, T ] 和 f ∈ Cβ
a(ρ)，

‖Ra
jPtf‖L∞(ρ) ≲C 2−jβ(1 ∧ (t

1
22j)−α)‖f‖Cβ

a(ρ)
. (3.15)

特别地，对于任意的 α ⩾ 0,

‖Ptf‖Cα+β
a (ρ) ≲C t

−α/2‖f‖Cβ
a(ρ)

. (3.16)

(ii) 对于任意的 ρ ∈ Pw，k ∈ N0，β < k 和 T > 0，存在一个常数 C =

C(T, k, ρ, β) > 0 使得对于所有的 t ∈ (0, T ] 和 f ∈ Cβ
a(ρ)，

‖∇k
vPtf‖L∞(ρ) ≲C t

(β−k)/2‖f‖Cβ
a(ρ)

. (3.17)

(iii) 对于任意的 ρ ∈ Pw，T > 0和 β ∈ (0, 2)，存在一个常数 C = C(ρ, d, β, T ) > 0

使得对于所有的 t ∈ [0, T ] 和 f ∈ Cβ
a(ρ)，

‖Ptf − Γtf‖L∞(ρ) ≲C t
β/2‖f‖Cβ

a(ρ)
. (3.18)

证明 (i)由插值引理 2.1.2，我们只需要对于 β 6= 0证明 (3.15). 令 ρ ∈ Pw.

对于任意的 j ∈ N0，由 (3.14)，(3.6)，和 (2.6)，我们有

‖Ra
jPtf‖L∞(ρ) ⩽

∑
ℓ∈Θt

j

‖Ra
jΓtpt ∗ ΓtRa

ℓf‖L∞(ρ)

≲ ‖(1 + | · ||κ|a )Ra
jΓtpt‖L1

∑
ℓ∈Θt

j

‖ΓtRa
ℓf‖L∞(ρ). (3.19)

同时，基于 (3.8)，我们有∑
ℓ∈Θt

j

‖ΓtRa
ℓf‖L∞(ρ) ≲

∑
ℓ∈Θt

j

‖Γt(ρRa
ℓf)‖L∞ =

∑
ℓ∈Θt

j

‖ρRa
ℓf‖L∞

⩽
∑
ℓ∈Θt

j

2−ℓβ‖f‖Cβ
a(ρ)

(3.13)
≲ 2−βj(1 + (t4j)|β|)‖f‖Cβ

a(ρ)
.

因此，联立 (3.10) 和 (3.19)，对任意的 ` ⩾ 0 有

‖Ra
jPtf‖L∞(ρ) ≲ ((t1/22j)−2l ∧ 1)2−βj(1 + (t4j)|β|)‖f‖Cβ

a(ρ)
,

进而通过取 ` = α/2+ |β| 和 ` = α/2 得到 (3.15). 对于 j = −1，(3.15) 是显然的.

此外，(3.16) 由 (3.15) 直接得到.
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(ii) 对于 (3.17)，由引理 2.1.1，我们有

‖∇k
vPtf‖L∞(ρ) ⩽

∞∑
j=−1

2kj‖Ra
jPtf‖L∞(ρ) ⩽

∞∑
j=−1

2(k−β)j(1 ∧ (t
1
22j)−2k)‖f‖Cβ

a(ρ)

≲ ‖f‖Cβ
a(ρ)

∫ ∞

−∞
2(k−β)s(1 ∧ (t

1
22s)−2k)ds

= ‖f‖Cβ
a(ρ)

t(β−k)/2

∫ ∞

0

sk−β(1 ∧ s−2k)
ln 2ds
s

,

继而得到 (3.17).

(iii) 注意到

Ptf − Γtf
(3.1)
= Γt(pt ∗ f − f),

以及 pt(z) = pt(−z)，我们有

pt ∗ f(z)− f(z) =
1

2

∫
R2d

pt(z̄)(δz̄f(z) + δ−z̄f(z))dz̄.

联立 (3.8)，(2.32) 和 (3.6)，可得

‖Ptf − Γtf‖L∞(ρ) ≲ ‖pt ∗ f − f‖L∞(ρ) ⩽
1

2

∫
R2d

pt(z̄)‖δz̄f + δ−z̄f‖L∞(ρ)dz̄

≲
(∫

R2d

pt(z̄)|z̄|βa(1 + |z̄|κa)dz̄
)
‖f‖Cβ

a(ρ)
,

其中我们用到了对于 β ∈ [1, 2)

δz̄f + δ−z̄f = δ
(2)
z̄ f(· − z̄).

因此，我们可由 (3.3) 得到 (3.18). 证毕. □

3.2 动理学 Hölder 空间

在本节，我们会首先给出带权的动理学 Hölder空间的定义，它和经典的时间
方向的 Hölder 空间不同. 接着我们会给出关于带权的动理学 Hölder 空间的紧嵌
入定理和局部阶段的等价刻画. 利用该局部刻画，我们可以通过研究局部系数无
权重的 PDE 来得到系数带有权重的 PDE 的结果. 详细的分析见第 五 章. 最后
我们在动理学 Hölder 空间的框架下给出一个有关 ∇v 的估计.

对于任意的 T > 0，α ∈ R 和 ρ ∈ Pw，令 Cα
T,a(ρ) 为包含所有满足下面范数

有界的分布 f : [0, T ] → S ′(R2d)，

‖f‖Cα
T,a(ρ)

:= sup
0⩽t⩽T

‖f(t)‖Cα
a (ρ) <∞.

为了刻画时间方向的正则性，我们紧接着介绍下面的动理学 Hölder 空间.
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定义 3.2.1 (动理学 Hölder 空间) 令 ρ ∈ Pw，α ∈ (0, 2) 和 T > 0. 定义

Sα
T,a(ρ) :=

{
f : ‖f‖SαT,a(ρ)

:= ‖f‖Cα
T,a(ρ)

+ ‖f‖Cα/2
T ;ΓL

∞(ρ)
<∞

}
, (3.20)

其中对于 β ∈ (0, 1),

‖f‖Cβ
T ;ΓL

∞(ρ) := sup
0⩽t⩽T

‖f(t)‖L∞(ρ) + sup
s ̸=t∈[0,T ]

‖f(t)− Γt−sf(s)‖L∞(ρ)

|t− s|β
.

对于 ρ = 1，我们简记

Sα
T,a := Sα

T,a(1), Cβ
T ;ΓL

∞ := Cβ
T ;ΓL

∞(1).

注 3.2.1 (i) 在上述的定义中，Γt 的出现是为了反映传输项 v · ∇x 的作用 (上

节中的 (3.18) 亦是如此). 值得注意的是这里关于动理学 Hölder 空间的定义与

[59] 中通过群语言定义的 Hölder 空间等价.

(ii) 下面的引理 3.3.1 为动理学 Hölder 空间下的 Schauder 估计. 当 f 与时间

无关时, 我们可以发现 Schauder 估计同样在经典 Hölder 空间中成立.

基于定理 2.1.2，我们有下面的紧嵌入结果.

定理 3.2.1 (紧嵌入) 令 T > 0，ρ1, ρ2 ∈ Pw 和 0 < α1 < α2 < 2. 若

D(R) := sup
|x|a>R

ρ(x) → 0 当 R → ∞,

则下面的嵌入是紧嵌入

Cα2
T,a(ρ1ρ2) ↪→ Cα1

T,a(ρ2), Sα2
T,a(ρ1ρ2) ↪→ Sα1

T,a(ρ2).

证明 不失一般性，我们下面只证明 Sα2
T,a(ρ1ρ2) ↪→ Sα1

T,a(ρ2) 是紧嵌入. 取

{fn}∞n=1 为 Sα2
T,a(ρ1ρ2) 中的有界集. 对于任意的 R ⩾ 1，由 (2.32)，存在一个常数

C = C(R, T ) > 0 使得对于所有的 z1, z2 ∈ Ba
R，

|fn(t, z1)− fn(t, z2)| ⩽ C|z1 − z2|α2/2
a ,

以及对所有的 z = (x, v) ∈ Ba
R，

|fn(t, z)− fn(s, z)| ⩽ |fn(t, z)− fn(s,Γt−sz)|+ |fn(s,Γt−sz)− fn(s, z)|

≲C |t− s|α2/2 + |(t− s)v|α2/6 ≲C |t− s|α2/6.
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因此，由 Ascoli-Arzelà 定理和其中的对角线选取子列的技巧，存在一个子列

{nk}∞k=1 和一个连续函数 f 使得对于任意的 R ⩾ 1，

lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

sup
z∈Ba

R

|fnk
(t, z)− f(t, z)| = 0. (3.21)

特别地，f ∈ Sα2
T,a(ρ1ρ2). 此时我们只需要证明

lim
k→∞

‖fnk
− f‖Sα1

T,a(ρ2)
= 0. (3.22)

注意到由定义可得对于任意的 R ⩾ 1

‖1{|z|a>R}(fnk
− f)‖L∞

T (ρ2) ⩽ ‖fnk
− f‖L∞

T (ρ1ρ2)/D(R),

从而基于 (3.21)，我们有

lim
k→∞

‖fnk
− f‖L∞

T (ρ2) = 0. (3.23)

因为集合 {fnk
}k∈N 在 Sα2

T,a(ρ2) 中是有界的，且插值不等式 (2.23) 可以推出

‖f‖Sα1
T,a(ρ2)

≲ ‖f‖α1/α2

Sα2
T,a(ρ2)

‖f‖1−α1/α2

L∞
T (ρ2)

,

所以我们由 (3.23) 得到 (3.22). 证毕. □

下一步我们将给出一个关于 Sα
T,a(ρ) 的局部刻画. 在第五章，该刻画将会被用

来得到一致的全局估计. 令 χ 是一个非负光滑函数满足

χ(z) = 1, |z|a ⩽ 1/8, χ(z) = 0, |z|a > 1/4, (3.24)

且对于任意的 r > 0 和 z0 ∈ R2d 我们定义

χz0
r (z) := χ

(
z−z0
ra

)
, φz0

r (z) := χz0
r(1+|z0|a)(z), (3.25)

其中我们用到了 (2.2) 中的记号.
接下来关于带权各向异性 Besov 空间的局部刻画的证明来自于 [114, 引理

3.8].

引理 3.2.1 令 α > 0 和 r ∈ (0, 1]. 对于任意的 ρ ∈ Pw, 存在一个常数 C =

C(r, α, d, ρ) > 0 使得

‖φz0
r ‖Cα

a (ρ) ≲C ρ(z0), z0 ∈ R2d, (3.26)
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且对于任意的 j ∈ N 和 (3.5)中的 %,

‖∇j
vφ

z0
r ‖Cα

a (ρ) + ‖v · ∇xφ
z0
r ‖Cα

a (ρ) ≲C (%ρ)(z0), z0 ∈ R2d. (3.27)

此外, 对于任意的 ρ1, ρ2 ∈ Pw, 存在一个常数 C = C(r, α, d, ρ1, ρ2) > 0 使得

‖f‖Cα
a (ρ1ρ2) �C sup

z0∈R2d

(
ρ1(z0)‖φz0

r f‖Cα
a (ρ2)

)
(3.28)

和

‖f‖L∞(ρ1ρ2) �C sup
z0∈R2d

(
ρ1(z0)‖φz0

r f‖L∞(ρ2)

)
. (3.29)

证明 我们只给出 (3.27) 和 (3.28) 的证明. (3.26) 和 (3.29) 的证明是类似

的. 对于任意的 j, k ∈ N0, 由求导链式法则和 (3.24)，(2.2) 的定义，

∇j
v∇k

xφ
z0
r (z) = [r(1 + |z0|a)]−j−3k(∇j

v∇k
xχ)
(

z−z0
[r(1+|z0|a)]a

)
.

注意到

D := supp(∇j
v∇k

xχ) ⊂
{
z : |z − z0|a ⩽ 1

4
r(1 + |z0|a)

}
.

因为 r < 1，显然对于任意的 z = (x, v) ∈ D,

|v| ⩽ |z − z0|a + |z0|a ⩽ 1
4
+ 5

4
|z0|a, 1 + |z|a � 1 + |z0|a.

所以,

‖v · ∇xφ
z0
r ‖L∞(ρ) = sup

z∈R2d

(
|v · ∇xφ

z0
r (z)|ρ(z)

)
≲ (%ρ)(z0),

且由链式法则对于任意的 m ∈ N,

‖∇m(v · ∇xφ
z0
r )‖L∞(ρ) ≲ (%ρ)(z0).

因此由 (2.28) 可得

‖v · ∇xφ
z
r‖Cα

a (ρ) ≲ ‖∇[α]+1(v · ∇xφ
z
r)‖L∞(ρ) + ‖v · ∇xφ

z
r‖L∞(ρ) ≲ (%ρ)(z0).

类似地，

‖∇j
vφ

z
r‖Cα

a (ρ) ≲ (%ρ)(z0).

下面我们证明 (3.28). 利用定义, 易知存在一个 δ 使得对于任意的 h 且 |h|a < δ，

δ
([α]+1)
h f(z0) = δ

([α]+1)
h (φz0

r f)(z0).
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因此，基于定理 2.1.2，

‖f‖Cα
a (ρ1ρ2) ≲ sup

z0

(ρ1ρ2)(z0)

[
sup
|h|a⩽δ

δ
([α]+1)
h (φz0

r f)(z0)

|h|αa
+ (φz0

r f)(z0)

]
≲ sup

z0

‖φz0
r f‖Cα

a (ρ1ρ2) ≲ sup
z0

‖φz0
2r‖Cα

a (ρ1)‖φ
z0
r f‖Cα

a (ρ2)

(3.26)
≲ sup

z0

ρ1(z0)‖φz0
r f‖Cα

a (ρ2).

这里我们在第三个不等式处使用了 φz0
r = φz0

2rφ
z0
r . 另外，

sup
z0

ρ1(z0)‖φz0
r f‖Cα

a (ρ2) ≲ sup
z0

ρ1(z0)‖φz0
r ‖Cα

a (ρ
−1
1 )‖f‖Cα

a (ρ1ρ2)

(3.26)
≲ ‖f‖Cα

a (ρ1ρ2).

因此 (3.28) 可得. 证毕. □

为了给出动理学 Hölder 不等式的局部化刻画，我们还需要下面初等的结论.

引理 3.2.2 对于任意的 z0 ∈ R2d 和 |t| ⩽ r3 < 1，下式成立：

φz0
r Γtφ

z0
8r = φz0

r , (3.30)

且对于任意的 j = 0, 1，存在一个常数 C = C(r, d) > 0 使得

‖Γt∇j
vφ

z0
r −∇j

vφ
z0
r ‖L∞ ≲C |t|/(1 + |z0|2+j

a ). (3.31)

证明 对于任意的 |t| ⩽ r3 < 1，由 Young 不等式我们有

|tv|1/3 ⩽ r (2
3
+ |v|

3
).

等式 (3.30) 可由下面的观察得到：

supp(φz0
r ) ⊂ Ba

r(1+|z0|a)/4(z0) ⊂ ΓtB
a
r(1+|z0|a)(z0)

且 φz0
8r ≡ 1 在 Ba

r(1+|z0|a)(z0) 内. 对于 (3.31)，注意到对于任意的 z = (x, v)，

|Γt∇j
vφ

z0
r (z)−∇j

vφ
z0
r (z)| ⩽ sup

s∈[0,t]
t|v| |∇x∇j

vφ
z0
r (Γsz)| · 1{|Γsz−z0|a⩽r(1+|z0|a)/4}

⩽ t|z|a
‖∇x∇j

vχ‖L∞

(r(1 + |z0|a))3+j
1{|z−z0|a⩽r(1+|z0|a)}

≲ t/(1 + |z0|2+j
a ).

证毕. □

现在我们给出下面的关于空间 Sα
T,a(ρ) 局部化刻画的结果.
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引理 3.2.3 对于任意的 α ∈ (0, 2)，r ∈ (0, 1/8)，ρ ∈ Pw 和 T > 0，存在一个

常数 C = C(T, r, α, d, ρ) > 0 使得

‖f‖SαT,a(ρ)
�C sup

z0

(
ρ(z0)‖φz0

r f‖SαT,a

)
. (3.32)

证明 基于(3.28)，我们只需要证明：对于任意的 α ∈ (0, 1)，

‖f‖Cα
T ;ΓL

∞(ρ) � sup
z

(
ρ(z)‖φz

rf‖Cα
T ;ΓL

∞

)
.

利用定义和 (3.8), (3.29), 证明下面的论断即可.

sup
0⩽t⩽T

‖f(t)‖L∞(ρ) + sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖φz
rf(t)− φz

rΓt−sf(s)‖L∞

|t− s|α

� sup
0⩽t⩽T

‖f(t)‖L∞(ρ) + sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖φz
rf(t)− Γt−s(φ

z
rf)(s)‖L∞

|t− s|α
.

(3.33)

因为 φz
r = φz

rφ
z
8r，从 (3.30) 中可得

φz
rΓtf − Γt(φ

z
rf) = φz

rΓt(φ
z
8rf)− Γt(φ

z
rφ

z
8rf), ∀t ∈ [0, r3].

因此基于如下事实：Γt(fg) = ΓtfΓtg 和 (3.31)，可得

sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖φz
rΓt−sf(s)− Γt−s(φ

z
rf)(s)‖L∞

|t− s|α

= sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖φz
rΓt−s(φ

z
8rf(s))− Γt−s(φ

z
rφ

z
8rf)(s)‖L∞

|t− s|α

≲ sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖Γt−s(φ
z
8rf(s))‖L∞‖φz

r − Γt−sφ
z
r‖L∞

|t− s|α

≲ sup
0<|t−s|⩽r3

sup
z

ρ(z)‖φz
8rf(s)‖L∞ |t− s|
|t− s|α

≲ sup
0⩽s⩽T

‖f(s)‖L∞(ρ).

即为所证. □

在本节的最后，我们给出下面的关于梯度算子在动理学 Hölder 空间中的影响的
结果.

引理 3.2.4 对于任意的 α ∈ (1, 2)，T > 0 和 ρ ∈ Pw，存在一个常数 C =

C(ρ, T, α, d) > 0 使得对于所有的 f ∈ Sα
T,a(ρ)，

‖∇vf‖Sα−1
T,a (ρ) ≲C ‖f‖SαT,a(ρ)

. (3.34)

证明 首先我们对 ρ = 1证明 (3.34). 固定 α ∈ (1, 2)，s, t ∈ [0, T ]和 z ∈ R2d.

由定义可得对于任意的 z̄ = (0, v̄) ∈ R2d,

I1 := |f(t, z̄ + z)− f(s,Γt−sz)− v̄ · (∇vf)(s,Γt−sz)|
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⩽ |f(t, z̄ + z)− f(s,Γt−s(z̄ + z))|+ |f(s,Γt−s(z̄ + z))− f(s, z̄ + Γt−sz)|

+ |f(s, z̄ + Γt−sz)− f(s,Γt−sz)− v̄ · (∇vf)(s,Γt−sz)|

≲ |t− s|
α
2 ‖f‖Cα/2

T ;ΓL
∞ + |(t− s)v̄|

α
3 ‖f(s)‖Cα/3

x
+ |v̄|α‖∇vf(s)‖Cα−1

v

≲ (|t− s|
α
2 + |v̄|α)‖f‖SαT,a

,

其中我们在最后一步用到了 |(t− s)v̄|α3 ⩽ 3
2
|t− s|α2 + 3|v̄|α. 通过交换 s ↔ t 并将

z 等于 Γt−sz 代入，我们有

I2 := |f(s, z̄ + Γt−sz)− f(t, z)− v̄ · (∇vf)(t, z)| ≲ (|t− s|
α
2 + |v̄|α)‖f‖SαT,a

.

令 ω 是满足如下条件的 Rd 中的单位向量

I := |(∇vf)(t, z)− (∇vf)(s,Γt−sz)| = ω · [(∇vf)(t, z)− (∇vf)(s,Γt−sz)].

令 v̄ = (t− s)
1
2ω 且 z̄ = (0, v̄). 则

(t− s)
1
2I ⩽ I1 + I2 + |f(t, z̄ + z)− f(s, z̄ + Γt−sz)|+ |f(t, z)− f(s,Γt−sz)|

⩽ I1 + I2 + |(t− s)v̄|
α
3 ‖f(s, ·)‖Cα

a
+ 2‖f(t)− Γt−sf(s)‖L∞

≲ (t− s)
α
2 ‖f‖SαT,a

.

因此，

I = |(∇vf)(t, z)− (∇vf)(s,Γt−sz)| ≲ (t− s)
α−1
2 ‖f‖SαT,a

. (3.35)

此外，由 Bernstein 不等式 (2.16)，显然有

‖∇vf‖Cα−1
T,a

≲ ‖f‖Cα
T,a
,

联立 (3.35) 对于 ρ = 1 可得 (3.34).

接下来，对于 β ∈ (0, 2)，注意到由 (3.31) 和动理学 Hölder 空间的定义可得

‖∇vφ
z
rg‖Cβ/2

T ;ΓL
∞ ≲ (1 + |z|a)−1‖g‖Cβ/2

T ;ΓL
∞

和

‖∇vφ
z
rg‖Cβ

a
≲ ‖∇vφ

z
r‖Cβ

a
‖g‖Cβ

a
≲ (1 + |z|a)−1‖g‖Cβ

a
.

因此，

‖∇vφ
z
rg‖SβT,a

≲ (1 + |z|a)−1‖g‖SβT,a
. (3.36)
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现在，对于任意的 r ∈ (0, 1/16)，基于引理 3.2.3 和 (3.36) 我们有

‖∇vf‖Sα−1
T,a (ρ) � sup

z
ρ(z)‖φz

r∇vf‖Sα−1
T,a

≲ sup
z
ρ(z)‖∇v(φ

z
rf)‖Sα−1

T,a
+ sup

z
ρ(z)‖∇vφ

z
rf‖Sα−1

T,a

≲ sup
z
ρ(z)‖φz

rf‖SαT,a
+ sup

z
ρ(z)‖∇vφ

z
r(φ

z
2rf)‖Sα−1

T,a

≲ ‖f‖SαT,a(ρ)
+ sup

z
ρ(z)‖φz

2rf‖Sα−1
T,a

≲ ‖f‖SαT,a(ρ)
.

这里在第二个不等式处我们使用了 ρ = 1 时的 (3.34). 证毕. □

3.3 Schauder 估计

给定任意的 λ ⩾ 0 和 f ∈ L1
loc(R+;S

′(R2d)), 我们考虑下面的 model 动理学
方程:

Lλu := (∂t −∆v + λ−v · ∇x)u = f, u(0) = 0.

基于 Duhamel 公式，上述方程的唯一解由下面的显示形式给出

u(t, ·) =
∫ t

0

e−λ(t−s)Pt−sf(s, ·)ds := Iλf(t, ·). (3.37)

换句话说, Iλ 是算子 Lλ 的逆算子. 对于任意的 q ∈ [1,∞], T > 0 和任意的

Banach 空间 B，记
Lq

T (B) := Lq([0, T ];B).

现在我们给出下面的 Schauder 估计的结果.

引理 3.3.1 (Schauder 估计) 令 ρ ∈ Pw，β ∈ (0, 2) 和 θ ∈ (β, 2]. 对于任意
的 q ∈ [ 2

2−θ
,∞] 和 T > 0, 存在一个常数 C = C(d, β, θ, q, T ) > 0 使得对于所有的

λ ⩾ 0 和 f ∈ Lq
TC−β

a (ρ)，

‖Iλf‖Sθ−β
T,a (ρ) ≲C (λ ∨ 1)

θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ). (3.38)

证明 令 q ∈ [ 2
2−θ

,∞] 和 1
p
+ 1

q
+ θ

2
= 1. 由 (3.15) 和 Hölder 不等式，对于

任意的 β ∈ R 有

‖Ra
jIλf(t)‖L∞(ρ) ≲

∫ t

0

e−λ(t−s)2jβ(1 ∧ ((t− s)4j)−2)‖f(s)‖C−β
a (ρ)ds

≲ 2jβ
(∫ t

0

e−λpsds
) 1

p
(∫ t

0

(1 ∧ (s4j)−
4
θ )ds

) θ
2

‖f‖Lq
T C−β

a (ρ)
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≲ 2j(β−θ)(λ ∨ 1)−
1
p

(∫ ∞

0

(1 ∧ s−
4
θ )ds

) θ
2

‖f‖Lq
T C−β

a (ρ).

从此可以推断出对于任意的 β ∈ R，

‖Iλf‖Cθ−β
T,a (ρ) ≲ (λ ∨ 1)

θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ). (3.39)

从时间正则性来看，令 u := Iλf . 对于任意的 0 ⩽ t1 < t2 ⩽ T，我们有

u(t2)− Γt2−t1u(t1) =

∫ t1

0

(
e−λ(t2−s) − e−λ(t1−s)

)
Pt2−sf(s)ds

+ (Pt2−t1 − Γt2−t1)Iλf(t1) +

∫ t2

t1

e−λ(t2−s)Pt2−sf(s)ds

:= I1 + I2 + I3.

记

q′ := q/(q − 1).

对于 I1，由 (3.17) 和 Hölder 不等式，对于任意的 β > 0 有

‖I1‖L∞(ρ) ⩽ |e−λ(t2−t1) − 1|
∫ t1

0

e−λ(t1−s)‖Pt2−sf(s)‖L∞(ρ)ds

≲ [λ(t2 − t1) ∧ 1]

∫ t1

0

e−λ(t1−s)(t2 − s)−
β
2 ‖f(s)‖C−β

a (ρ)ds

⩽ [λ(t2 − t1)]
θ
2 (t2 − t1)

−β
2

(∫ t1

0

e−λq′sds
) 1

q′

‖f‖Lq
T C−β

a (ρ)

≲ (t2 − t1)
θ−β
2 (λ ∨ 1)

θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ).

对于 I2，基于 (3.18) 和 (3.39), 对于任意的 β ∈ (θ − 2, θ) 我们有

‖I2‖L∞(ρ) ⩽ (t2 − t1)
θ−β
2 ‖Iλf‖Cθ−β

T,a (ρ)

≲ (t2 − t1)
θ−β
2 (λ ∨ 1)

θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ).

现在来看 I3，从 (3.17), Hölder 不等式和变量替换中我们可以得到对于任意的

β ∈ (0, θ)，

‖I3‖L∞(ρ) ≲
∫ t2

t1

e−λ(t2−s)(t2 − s)−
β
2 ‖f(s)‖C−β

a (ρ)ds

≲
(∫ t2−t1

0

e−q′λss−
q′β
2 ds

) 1
q′

‖f‖Lq
T C−β

a (ρ)

≲
(
(t2 − t1)

1
q′−

β
2 ∧ λ

β
2
− 1

q′
)
‖f‖Lq

T C−β
a (ρ)
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≲ (t2 − t1)
θ−β
2 λ

θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ),

其中我们在第三个不等式处使用了插值不等式 aγ ∧ b−γ ⩽ aδbδ−γ 其中 a, b > 0 且

0 < δ ⩽ γ. 联立上述所有的计算，我们可以得到

‖Iλf‖C(θ−β)/2
Γ L∞(ρ)

≲ (λ ∨ 1)
θ
2
+ 1

q
−1‖f‖Lq

T C−β
a (ρ).

即为所证. □

3.4 动理学算子的交换子估计

在第 2.2 节中，我们已经建立了在带权的各向异性 Besov 空间下关于 Bony
仿积的交换子估计. 在本节中，我们利用上面几节关于动理学算子半群 Pt 的估

计，建立拟控制计算中关于动理学算子半群的交换子估计. 这类估计在 [46] 中定
义拟控制解时亦是不可或缺的. 相比与该文章中的经典的热半群，我们这里的动
理学算子半群并不是一个 Fourier 乘子. 所以我们在下面 (3.40) 中左边的交换子
中引入 Γt，从而导致关于 Iλ 的交换子估计在动理学 Hölder 空间中完成 (见下面
的引理 3.4.2). 在关于该交换子的证明中，尤其是在处理主要项 I

(0)
j 时，我们发现

与 Γtpt∗ 的交换可以从函数 f 中获得正则性，然而如果单单考虑与 Γt 的交换则

不能. 值得注意的是我们上面得到的分解 (3.14) 在本节的证明中扮演着至关重要
的角色.

引理 3.4.1 令 ρ1, ρ2 ∈ Pw. 对于任意的 α ∈ (0, 1)，β ∈ R, δ ⩾ 0 和 T > 0，

存在常数 C = C(ρ1, ρ2, α, β, δ, T, d) > 0 使得对于所有的 f ∈ Cα
a (ρ1)，g ∈ Cβ

a(ρ2)

和 t ∈ (0, T ], j ⩾ −1，

‖Ra
jPt(f ≺ g)−Ra

j (Γtf ≺ Ptg)‖L∞(ρ1ρ2)

≲C t
− δ

22−(α+β+δ)j‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
.

(3.40)

证明 不失一般性，我们只对 j ⩾ 3证明 (3.40)并假设 β 6= 0,−α. 当 β = 0

或 −α 时，我们可以利用插值引理 2.1.2 得到证明. 首先，由 (2.10)，(3.14) 和仿

积运算 ≺ 的定义，我们有

Ra
jPt(f ≺ g) =

∑
ℓ∼j

∑
i∈Θt

ℓ

∑
k⩾−1

Ra
jRa

ℓPtRa
i (Sk−1fRa

kg),

其中

` ∼ j ⇐⇒ |`− j| ⩽ 3.
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注意到由 (2.15) 可得

Ra
i (Sk−1fRa

kg) = 0 对于 i ∈ Θt
ℓ 和 k /∈ Θt

ℓ ± 3,

其中

Θt
ℓ ± 3 := {k ⩾ 0 : |k − i| ⩽ 3, i ∈ Θt

ℓ},

进一步我们有

Ra
jPt(f ≺ g) =

∑
ℓ∼j

∑
i∈Θt

ℓ

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
jRa

ℓPtRa
i (Sk−1fRa

kg)

(3.14)
=
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
jRa

ℓPt(Sk−1fRa
kg).

类似地, 由 (2.15) 我们也可以得到

Ra
j (Γtf ≺ Ptg) =

∑
ℓ∼j

Ra
j (Sℓ−1Γtf · Ra

ℓPtg) =: I
(1)
j + I

(2)
j ,

其中

I
(1)
j :=

∑
ℓ∼j

Ra
j (ΓtSℓ−1f · Ra

ℓPtg),

I
(2)
j :=

∑
ℓ∼j

Ra
j ([Sℓ−1,Γt]f · Ra

ℓPtg).

对于 I
(1)
j ，依然由 (3.14)，我们可以得到

I
(1)
j =

∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
j (ΓtSℓ−1f · Ra

ℓPtRa
kg)

=
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
j (Γt(Sℓ−1 − Sk−1)f · Ra

ℓPtRa
kg)

+
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
j (ΓtSk−1f · Ra

ℓPtRa
kg) =: I

(11)
j + I

(12)
j .

联立上述计算，我们有

Ra
jPt(f ≺ g)−Ra

j (Γtf ≺ Ptg) = I
(0)
j − I

(11)
j − I

(2)
j ,

其中

I
(0)
j :=

∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

Ra
j

(
Ra

ℓPt(Sk−1fRa
kg)− ΓtSk−1f · Ra

ℓPtRa
kg
)
.
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对于 I
(0)
j ，令 Fk := Sk−1f 和 Gk := Ra

kg. 我们注意到

Jkℓ := Ra
ℓPt(Sk−1fRa

kg)− ΓtSk−1f · Ra
ℓPtRa

kg

(3.1)
= (Ra

ℓΓtpt) ∗ Γt(FkGk)− ΓtFk(Ra
ℓΓtpt ∗ ΓtGk)

=

∫
R2d

Ra
ℓΓtpt(z̄)(ΓtFk(z − z̄)− ΓtFk(z))ΓtGk(z − z̄)dz̄.

基于 (2.32), (3.8) 和 (3.9)，可得存在一个常数 δ0 > 0 使得对于所有的 m ⩾ 0,

‖Jkℓ‖L∞(ρ1ρ2) ≲
(∫

R2d

|Ra
ℓΓtpt(z̄)||Γtz̄|αa (1 + |z̄|δ0a )dz̄

)
‖Fk‖Cα

a (ρ1)‖Gk‖L∞(ρ2)

≲ 2−αℓ(1 ∧ (t4ℓ)−m)‖f‖Cα
a (ρ1)2

−βk‖g‖Cβ
a(ρ2)

.

所以，联立 (3.13)，对任意的 β 6= 0 有

‖I(0)j ‖L∞(ρ1ρ2) ≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

2−αℓ−βk(1 ∧ (t4ℓ)−|β|− δ
2 )‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

≲ 2−j(α+β)(1 + (t4j))|β|(1 ∧ (t4j)−|β|− δ
2 )‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

≲ 2−j(α+β)(t4j)−
δ
2‖f‖Cα

a (ρ1)‖g‖Cβ
a(ρ2)

.

对于 I
(11)
j ，由 (3.15) 可知对于任意的 m ⩾ 0，

‖I(11)j ‖L∞(ρ1ρ2) ≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

‖Γt(Sℓ−1 − Sk−1)f · Ra
ℓPtRa

kg‖L∞(ρ1ρ2)

≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

‖(Sℓ−1 − Sk−1)f‖L∞(ρ1)‖Ra
ℓPtRa

kg‖L∞(ρ2)

≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

k∨ℓ∑
i=k∧ℓ

‖Ra
i f‖L∞(ρ1)(1 ∧ (t4ℓ)−m)‖Ra

kg‖C0
a(ρ2)

≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

(
k∨ℓ−2∑

i=k∧ℓ−1

2−iα

)
(1 ∧ (t4j)−m)‖f‖Cα

a (ρ1)‖R
a
kg‖L∞(ρ2)

≲
∑
ℓ∼j

∑
k∈Θt

ℓ±3

2−(k∧ℓ)α2−kβ(1 ∧ (t4j)−m)‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)

≲ 2−(α+β)j(1 + t4j)α+|β|(1 ∧ (t4j)−m)‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
,

其中最后一步我们使用了 2−(k∧ℓ)α ⩽ 2−kα + 2−ℓα, (3.13) 和 β 6= 0,−α. 取 m =

α + |β|+ δ/2 可得

‖I(11)j ‖L∞(ρ1ρ2) ≲ 2−(α+β)j(t4j)−δ/2‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
.
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对于 I
(2)
j ，注意到

[Sℓ−1,Γt]f =
ℓ−2∑
i=−1

[Ra
i ,Γt]f = −

∞∑
i=ℓ−1

[Ra
i ,Γt]f,

且由分块算子 Ra
i 的定义，

[Ra
i ,Γt]f(z) =

∫
R2d

φ̌a
i (z̄)(f(Γt(z − z̄))− f(Γtz − z̄))dz̄,

这时我们对任意的 δ0 > 0 和所有的 i 有

‖[Ra
i ,Γt]f‖L∞(ρ1)

⩽ sup
z∈R2d

ρ1(z)

∫
R2d

|φ̌a
i (z̄)|

∣∣f(Γt(z − z̄))− f(Γtz − z̄)
∣∣dz̄

(3.6)
≲ sup

z∈R2d

∫
R2d

|φ̌a
i (z̄)|(1 + |z̄|a)δ0

∣∣f(Γt(z − z̄))− f(Γtz − z̄)
∣∣ρ1(z − z̄)dz̄

(3.8)
≲ sup

z∈R2d

∫
R2d

|φ̌a
i (z̄)|(1 + |z̄|a)δ0

∣∣f(Γt(z − z̄))− f(Γtz − z̄)
∣∣ρ1(Γt(z − z̄))dz̄

(2.32)
≲
∫
R2d

|φ̌a
i (z̄)|(1 + |z̄|a)δ0|(t|v̄|)

α
3 (1 + t|v̄|)δ0‖f‖Cα/3

x (ρ1)
dz̄

≲ (t2−i)
α
3 ‖f‖Cα

a (ρ1),

此外，

‖[Sℓ−1,Γt]f‖L∞(ρ1) ≲
∞∑

i=ℓ−1

(t2−i)
α
3 ‖f‖Cα

a (ρ1) ≲ t
α
3 2−

αℓ
3 ‖f‖Cα

a (ρ1).

因此，由 (3.15),

‖I(2)j ‖L∞(ρ1ρ2) ≲
∑
ℓ∼j

‖[Sℓ−1,Γt]f‖L∞(ρ1)‖Ra
ℓPtg‖L∞(ρ2)

≲
∑
ℓ∼j

t
α
3 2−

αℓ
3 ‖f‖Cα

a (ρ1)2
−βℓ(t4ℓ)−

α
3
− δ

2‖g‖Cβ
a(ρ2)

≲ t−δ/22−(α+β+δ)j‖f‖Cα
a (ρ1)‖g‖Cβ

a(ρ2)
.

证毕. □

利用上面的引理，我们可以给出下面的核心交换子估计.

引理 3.4.2 令 ρ1, ρ2 ∈ Pw 和 α ∈ (0, 1)，β ∈ R. 对任意的 k = 0, 1，T > 0

和 θ ∈ [0, 2]，存在一个常数 C > 0 使得对于所有的 λ ⩾ 0，

‖[∇k
vIλ, f ≺]g‖Cα+β+θ−k

T,a (ρ1ρ2)
≲C (λ ∨ 1)

θ−2
2 ‖f‖SαT,a(ρ1)

‖g‖Cβ
T,a(ρ2)

. (3.41)
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证明 当 k = 0 时，基于 Iλ 的定义 (3.37)，我们有

[Iλ, f ≺]g(t) =

∫ t

0

e−λ(t−s)
(
Pt−s(f(s) ≺ g(s))− f(t) ≺ Pt−sg(s)

)
ds

=

∫ t

0

e−λ(t−s)
(
Pt−s(f(s) ≺ g(s))− Γt−sf(s) ≺ Pt−sg(s)

)
ds

+

∫ t

0

e−λ(t−s)(Γt−sf(s)− f(t)) ≺ Pt−sg(s)ds

=: I1(t) + I2(t).

对于 I1(t)，利用引理 3.4.1，其中取 δ = 0, 4，我们有

‖Ra
j I1(t)‖L∞(ρ1ρ2) ≲ 2−(α+β)j

∫ t

0

e−λs((4js)−2 ∧ 1)ds‖f‖Cα
T,a(ρ1)

‖g‖Cβ
T,a(ρ2)

.

我们注意到由 Hölder 不等式有∫ t

0

e−λs((4js)−2 ∧ 1)ds ⩽
(∫ t

0

e−
2λs
2−θ ds

) 2−θ
2
(∫ t

0

((4js)−2 ∧ 1)
2
θ ds
) θ

2

≲ (λ ∨ 1)
θ−2
2 2−θj. (3.42)

因此，

‖Ra
j I1(t)‖L∞(ρ1ρ2) ≲ (λ ∨ 1)

θ−2
2 2−(α+β+θ)j‖f‖Cα

T,a(ρ1)
‖g‖Cβ

T,a(ρ2)
.

我们来看 I2(t)，对于任意的 γ > 0，注意到由 (2.38) 有

‖Ra
j ((Γt−sf(s)− f(t)) ≺ Pt−sg(s))‖L∞(ρ1ρ2)

≲ 2−(γ+β)j‖Γt−sf(s)− f(t)‖L∞(ρ1)‖Pt−sg(s)‖Cγ+β
a (ρ2)

≲ 2−(γ+β)j(t− s)
α−γ
2 ‖f‖SαT,a(ρ1)

‖g(s)‖Cβ
a(ρ2)

,

联立 (3.42) 可得

‖Ra
j I2(t)‖L∞(ρ1ρ2) ≲ 2−(α+β)j

∫ t

0

e−λs(1 ∧ (s4j)−2)ds‖f‖SαT,a(ρ1)
‖g‖Cβ

T,a(ρ2)

≲ 2−(α+β+θ)j(λ ∨ 1)
θ−2
2 ‖f‖SαT,a(ρ1)

‖g‖Cβ
T,a(ρ2)

.

综上，当 k = 0 时我们得到了 (3.41). 注意到

[∇vIλ, f ≺]g = ∇v[Iλ, f ≺]g +∇vf(t) ≺ Iλg.

当 k = 1 时，基于我们已经得到结果和引理 2.2.1 以及 (3.39)，估计 (3.41) 可得.

证毕. □
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下面的交换子估计是引理 3.4.2，引理 2.2.1和引理 2.2.4的直接推论. 因为我们后
面会反复使用，我们单独将其写为引理.

引理 3.4.3 令 ρ1, ρ2, ρ3 ∈ Pw. 对于任意的 α ∈ (1, 2)，γ ∈ R 和 β < 0 且

α + β > 1，α + β + γ > 0 和 1 + β + γ < 0，下面估计成立

‖[b ◦ ∇vIλ, φ]f‖Cα+β+γ
T,a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖φ‖Sα−1
T,a (ρ1)

‖f‖Cβ
T,a(ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

.

证明 注意到

[b ◦ ∇vIλ, φ]f = b ◦ ∇vIλ(φ ≽ f) + b ◦ ∇vIλ(φ ≺ f)− φ(b ◦ ∇vIλf)

= b ◦ ∇vIλ(φ ≽ f) + b ◦ [∇vIλ, φ ≺]f + com(φ,∇vIλf, b).

基于 (2.40)，(3.38) 和 (2.39)，我们有

‖b ◦ ∇vIλ(φ ≽ f)‖Cα+β+γ
T,a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖∇vIλ(φ ≽ f)‖Cα+β
T,a (ρ1ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

≲ ‖φ ≽ f‖Cα+β−1
T,a (ρ1ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

≲ ‖φ‖Cα−1
T,a (ρ1)

‖f‖Cβ
T,a(ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

.

由 (2.40)，(2.41) 和 (3.41)，可以得到

‖b ◦ [∇vIλ, φ ≺]f‖Cα+β+γ
T,a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖[∇vIλ, φ ≺]f‖Cα+β
T,a (ρ1ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

≲ ‖φ‖Sα−1
T (ρ1)

‖f‖Cβ
T,a(ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ3)

.

再由 (2.43)，(3.38) 和 (2.41)，我们得到

‖com(φ,∇vIλf, b)‖Cα+β+γ
T,a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖φ‖Cα−1
T,a (ρ3)

‖∇vIλf‖C1+β
T,a (ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ1)

≲ ‖φ‖Cα−1
T,a (ρ3)

‖f‖Cβ
T,a(ρ2)

‖b‖Cγ
T,a(ρ1)

.

联立上述所有计算，即为所证. □
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第四章 噪声的重整化

4.1 可重整化对

在本节中，我们介绍可重整化对的数学定义. 固定 α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 ρ1, ρ2 ∈ Pw.

对于任意的 T > 0，令 b = (b1, · · · , bd) 和 f 分别为一个 C−α
T,a(ρ1) 和 C−α

T,a(ρ2) 中

的 d 维和 1 维的向量值分布. 我们定义下面的记号方便以后使用：对于任意的
q ∈ [1,∞]，

Ab,f
T,q(ρ1, ρ2) := sup

λ⩾0
‖b ◦ ∇vIλf‖Lq

T C1−2α
a (ρ1ρ2)

+ (‖b‖C−α
T,a(ρ1)

+ 1)‖f‖Lq
T C−α

a (ρ2)
. (4.1)

由 (2.40)，b(t) ◦∇vIλf(t) 对于任意的 α > 1
2
并不良定，因为基于 Schauder 估计

我们只有下面的正则性 (见引理 3.3.1)

∇vIλf ∈ C1−α
T,a (ρ2).

然而，在概率的意义下，当 b, f 是某些高斯噪声时 (参看第 4.3 节中的假设和例
子)，让 b ◦ ∇vIλf 良定是可能的. 这个现象被称为重整化 (参考 [46, 第 5.2 节])，
它趋势我们给出下面的关于可重整化对的定义.

定义 4.1.1 我们称上面的 (b, f) ∈ C−α
T,a(ρ1)× C−α

T,a(ρ2) 为一个可重整化对，若

存在一个函数序列 (bn, fn) ∈ L∞
T C

∞
b × L∞

T C
∞
b 满足

sup
n∈N

Abn,fn
T,∞ (ρ1, ρ2) <∞ (4.2)

并且使得

lim
n→∞

(
‖bn − b‖C−α

T,a(ρ1)
+ ‖fn − f‖C−α

T,a(ρ2)

)
= 0, (4.3)

和对于任意的 λ ⩾ 0，存在一个分布 b ◦ ∇vIλf ∈ C1−2α
T,a (ρ1ρ2) 使得

lim
n→∞

‖bn ◦ ∇vIλfn − b ◦ ∇vIλf‖C1−2α
T,a (ρ1ρ2)

= 0. (4.4)

记所有的可重整化对的集合为 Bα
T (ρ1, ρ2). 如果对每一个 i = 1, · · · , d，都有

(b, bi) ∈ Bα
T (ρ1, ρ1)，我们就称 b ∈ Bα

T (ρ1) 是一个可重整向量场.
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一个可重整化对 (b, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2) 的定义中总是包含某个确定的逼近序

列 (bn, fn)n∈N. 其中的核心自然是 (4.4) 式的收敛. 一般来说，对于任意的

(b, f), (b′, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2)，由于两者定义中选择的逼近序列 {fn}n∈N 可能并不相

同，所以下面的线性性并不一定成立

(b+ b′, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2).

即 Bα
T (ρ1, ρ2) 不是一个线性空间. 但是我们有下面的简单结果.

引理 4.1.1 取 (b, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2) 和 b′ ∈ Cβ

T,a(ρ1) 且 β > α− 1，我们有

(b+ b′, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2).

证明 令 (bn, fn)n∈N 为可重整化对 (b, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2) 定义中的逼近序列.

取 ϕn 为一个 R2d 上的磨光子并定义 b′n(t, ·) := b′(t, ·) ∗ ϕn(·). 基于定义易知

sup
n∈N

Abn+b′n,fn
T,∞ (ρ1, ρ2) ⩽ sup

n∈N

(
Abn,fn

T,∞ (ρ1, ρ2) + Ab′n,fn
T,∞ (ρ1, ρ2)

)
<∞.

对于任意的 γ ∈ (α− 1, β)，由 (2.31) 我们显然有

lim
n→∞

‖b′n − b′‖Cγ
T,a(ρ1)

= 0,

并且由 (2.40) 和 (4.3)，我们有

lim
n→∞

‖b′n ◦ ∇vIλfn − b′ ◦ ∇vIλf‖C0
T,a(ρ1ρ2)

⩽ lim
n→∞

‖b′n‖Cγ
T,a(ρ1)

‖∇vIλ(fn − f)‖C1−α
T,a (ρ2)

+ lim
n→∞

‖b′n − b′‖Cγ
T,a(ρ1)

‖∇vIλf‖C1−α
T,a (ρ2)

= 0.

即为所证. □

对了记号上的方便我们后面总是会通过取 λ = 0来去掉 (4.1)中的参数 λ. 为
了不失一般性，我们给出下面的引理，其证明参见 [114, 引理 2.16].

引理 4.1.2 令 I t
s (f) =

∫ t

s
Pt−rf(r)dr. 对于任意的 t > 0，我们有

sup
λ⩾0

‖b(t) ◦ ∇vIλf(t)‖C1−2α
a (ρ) ⩽ 2 sup

s∈[0,t]
‖b(t) ◦ ∇vI

t
s (f)‖C1−2α

a (ρ). (4.5)

下面有关共振算子 ◦ 的局部化性质在后面有关权重的分析中十分关键且有
用.
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引理 4.1.3 令 T > 0，ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 ∈ Pw，α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 γ ∈ (α, 1). 假设

(b, f) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2), ψ ∈ Cγ

T,a(ρ3), φ ∈ Sγ
T,a(ρ4).

则 (bψ, fφ) ∈ Bα
T (ρ1ρ3, ρ2ρ4) 且其逼近序列为 (bnψ, fnφ). 此外存在一个只依赖

T, γ, α, d, ρi 的常数 C > 0 使得对于所有的 λ ⩾ 0,

‖(bψ) ◦ ∇vIλ(fφ)− ψφ(b ◦ ∇vIλf)‖C1+γ−2α
T,a (ρ1ρ2ρ3ρ4)

≲C ‖b‖C−α
T,a(ρ1)

‖f‖C−α
T,a(ρ2)

‖ψ‖Cγ
T,a(ρ3)

‖φ‖SγT,a(ρ4)
.

(4.6)

证明 基于可重整化对的定义，我们只需要证明先验估计 (4.6). 首先注意

到

I := (bψ) ◦ ∇vIλ(fφ)− ψφ(b ◦ ∇vIλf)

= [(bψ) ◦ ∇vIλ, φ]f + φ[∇vIλf◦, ψ]b =: I1 + I2.

对于 I1，因为 1 + γ − 2α > 0，1− 2α < 0 和γ + 1− α > 1，所以基于引理 3.4.3，

我们有

‖I1‖C1+γ−2α
T,a (ρ1ρ2ρ3ρ4)

≲ ‖φ‖SγT,a(ρ4)
‖f‖C−α

T,a(ρ2)
‖bψ‖C−α

T,a(ρ1ρ3)

≲ ‖φ‖SγT,a(ρ4)
‖f‖C−α

T,a(ρ2)
‖b‖C−α

T,a(ρ1)
‖ψ‖Cγ

T,a(ρ3)
.

对于 I2 项，类似地，由 (2.44)，我们有

‖I2‖C1+γ−2α
T,a (ρ1ρ2ρ3ρ4)

≲ ‖φ‖Cγ
T,a(ρ4)

‖[∇vIλf◦, ψ]b‖C1+γ−2α
T,a (ρ1ρ2ρ3)

≲ ‖φ‖Cγ
T,a(ρ4)

‖∇vIλf‖C1−α
T,a (ρ2)

‖b‖C−α
T,a(ρ1)

‖ψ‖Cγ
T,a(ρ3)

.

因此，基于 (3.39) 我们得到了 (4.6). 证毕. □

4.2 高斯噪声的谱测度刻画

令 µ 为一个 R2d 上的对称缓增测度，即 µ(dξ) = µ(−dξ) 且对于某个 l ∈ N
有 ∫

R2d

(1 + |ξ|)−lµ(dξ) <∞. (4.7)

令 L2
C(µ) 为被赋予下面内积的复值 Hilbert 空间

〈f, g〉L2
C(µ)

:=

∫
R2d

f(ζ) g(ζ)µ(dζ) <∞.
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接着令 H 为基于如下内积在 S (R2d) 中完备化的 Hilbert 空间

〈f, g〉H := 〈f̂ , ĝ〉L2
C(µ)

.

定义 4.2.1 令 X 为一个 H 上的高斯场，即 X 是一个从 H 到 L2(Ω,P) 的连
续线性映射，且对于任意的 f ∈ H，X(f) 是一个实值的零均值，方差为 ‖f‖2H 的
高斯随机变量. 特别地，对于任意的 f, g ∈ H

E
(
X(f)X(g)

)
=

∫
R2d

f̂(ζ) ĝ(−ζ)µ(dζ). (4.8)

这时我们称 X 是一个谱测度为 µ 的高斯噪声 (参见 [100]).

注意到 [91, 性质 1.3，第 16 页] 可以保证该高斯场的存在性.
取 ϕ ∈ S (R2d) 为一个对称函数，即 ϕ(z) = ϕ(−z)，∀z ∈ R2d，并定义

Xφ(z) := X(ϕ(z − ·)).

这时我们有下面的估计.

引理 4.2.1 对于任意的 p ⩾ 2 和 k ∈ N，我们有

sup
z∈R2d

E|∇kXφ(z)|p <∞.

特别地，z 7→ Xφ(z) 有一个光滑版本.

证明 因为 X 是一个从 H 到 L2(Ω) 的有界线性算子，所以我们有

∇kXφ(z) = X(∇kϕ(z − ·)), a.s.

基于高斯随机变量的超压缩性 (参考 [100, 第 5 页, (1.1)]) 和 (4.8)，我们有

E|∇kXφ(z)|p ≲ (E|∇kXφ(z)|2)p/2 =
(∫

R2d

|∇̂kϕ(ζ)|2µ(dζ)
)p/2

. (4.9)

基于 ϕ ∈ S (R2d) 并联立 (4.7)可得上式中的积分是有限的. 即为所证. □

令 ϕ, ϕ′ ∈ S (R2d) 为两个对称函数. 对于任意的 H ∈ S (R4d)，我们定义

(Xφ ⊗Xφ′)(H) :=

∫
R2d

∫
R2d

H(z, z′)Xφ(z)Xφ′(z′)dzdz′. (4.10)

下面的结果可以由高斯场的性质标准地得到 (参考 [100]). 为了读者的方便，我们
会给出详细的证明.

- 64 -



奇异动理学平均场随机微分方程

引理 4.2.2 对于任意的 H ∈ S (R4d)，下式成立

E
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)
=

∫
R2d

Ĥ(ζ,−ζ)ϕ̂(ζ)ϕ̂′(ζ)µ(dζ), (4.11)

且

Var
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)
= 2

∫
R4d

|(Sym Ĥφ,φ′)(ζ, ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′), (4.12)

其中 Ĥφ,φ′(ζ, ζ ′) := Ĥ(ζ, ζ ′)ϕ̂(ζ)ϕ̂′(ζ ′) 和

(SymĤφ,φ′)(ζ, ζ ′) := (Ĥφ,φ′(ζ, ζ ′) + Ĥφ,φ′(ζ ′, ζ))/2. (4.13)

证明 首先由 (4.8) 可得

E
(
Xφ(z)Xφ′(z′)

)
=

∫
R2d

eiζ(z′−z)ϕ̂(ζ)ϕ̂′(ζ)µ(dζ) =: Iφ,φ′(z, z′). (4.14)

再基于 (4.10) 和 Fubini 定理，我们有

E
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)
=

∫
R2d

∫
R2d

H(z, z′)Iφ,φ′(z, z′)dzdz′ (4.15)

=

∫
R2d

Ĥ(ζ,−ζ)ϕ̂(ζ)ϕ̂′(ζ)µ(dζ).

接下来我们考虑 (4.12). 我们注意到下面的关于高斯随机变量的运算公式 (参考

[100, 定理 1.28]) (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4),

E(ξ1ξ2ξ3ξ4) = E(ξ1ξ2)E(ξ3ξ4) + E(ξ1ξ3)E(ξ2ξ4) + E(ξ1ξ4)E(ξ2ξ3),

这时再次基于 Fubini 定理和 (4.14)，我们有

E
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)2
= E

(∫
R2d

∫
R2d

H(z, z′)Xφ(z)Xφ′(z′)dzdz′
)2

=

∫
R2d

· ·
∫
R2d

H(z, z′)H(z̄, z̄′)E
(
Xφ(z)Xφ′(z′)Xφ(z̄)Xφ′(z̄′)

)
dzdz′dz̄dz̄′

=

∫
R2d

· ·
∫
R2d

H(z, z′)H(z̄, z̄′)
(
Iφ,φ′(z, z′)Iφ,φ′(z̄, z̄′)

+ Iφ,φ(z, z̄)Iφ′,φ′(z′, z̄′) + Iφ,φ′(z, z̄′)Iφ,φ′(z̄, z′)
)

dzdz′dz̄dz̄′.

因此，由 (4.15) 可得

Var
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)
= E

(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)2
−
(

E
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

))2
=

∫
R2d

· ·
∫
R2d

H(z, z′)H(z̄, z̄′)Iφ,φ(z, z̄)Iφ′,φ′(z′, z̄′)dzdz′dz̄dz̄′
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+

∫
R2d

· ·
∫
R2d

H(z, z′)H(z̄, z̄′)Iφ,φ′(z, z̄′)Iφ,φ′(z̄, z′)dzdz′dz̄dz̄′

=

∫
R2d

∫
R2d

Ĥ(ζ, ζ ′)Ĥ(−ζ,−ζ ′)|ϕ̂(ζ)|2|ϕ̂′(ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′)

+

∫
R2d

∫
R2d

Ĥ(ζ,−ζ ′)Ĥ(ζ ′,−ζ)ϕ̂(ζ)ϕ̂(ζ ′)ϕ̂′(ζ)ϕ̂′(ζ ′)µ(dζ)µ(dζ ′)

=

∫
R2d

∫
R2d

Ĥ(ζ, ζ ′)Ĥ(ζ, ζ ′)|ϕ̂(ζ)|2|ϕ̂′(ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′)

+

∫
R2d

∫
R2d

Ĥ(ζ, ζ ′)Ĥ(ζ ′, ζ)ϕ̂(ζ)ϕ̂(ζ ′)ϕ̂′(ζ)ϕ̂′(ζ ′)µ(dζ)µ(dζ ′),

其中最后一步来自于 ϕ̂, ϕ̂′ 和 µ 的对称性. 到此我们得到 (4.12) ，即为所证. □

如果我们考虑 (Xφ ⊗ Xφ′)(H) 的 Wiener 混沌分解 (see [81, Ch.1]), 这时其
0 阶 Wiener 混沌项为 I0 := E

(
(Xφ ⊗ Xφ′)(H)

)
，2 阶 Wiener 混沌项为 I2 :=

(Xφ ⊗Xφ′)(H)− E
(
(Xφ ⊗Xφ′)(H)

)
.

注 4.2.1 假设 X,Y 是两个拥有相同普测度 µ 的独立的高斯场，则

E((Xφ ⊗ Yφ′)(H)) = 0

且这时二阶矩等于方差以及

E
(
(Xφ ⊗ Yφ′)(H)

)2
= E

(∫
R2d

∫
R2d

H(z, z′)Xφ(z)Yφ′(z′)dzdz′
)2

=

∫
R2d

· ·
∫
R2d

H(z, z′)H(z̄, z̄′)Iφ,φ(z, z̄)Iφ′,φ′(z′, z̄′)dzdz′dz̄dz̄′

=

∫
R2d

∫
R2d

|Ĥ(ζ, ζ ′)|2|ϕ̂(ζ)|2|ϕ̂′(ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′). (4.16)

4.3 主要定理及例子 – 可重整化对的存在性分析

在本节，我们首先给出本章的主要定理：

定理 4.3.1 假设 µ 是一个 Radon 测度且满足

µ(dξ, dη) = µ(dξ,−dη) = µ(−dξ, dη), (S)

并且对于某个 β ∈ (1
2
, 2
3
)，

sup
ζ′∈R2d

∫
R2d

µ(dζ)
(1 + |ζ ′ + ζ|a)2β

<∞. (Aβ)

令 W = (X1, · · · , Xd) 为一个 d 维各分量相互独立的高斯噪声，其每个分量都拥

有共同的谱测定 µ. 则对于任意的 κ > 0 和 α > β，我们有

P
{
ω : W (·, ω) ∈ Bα

T (%
κ)
}
= 1.
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注 4.3.1 (i) 注意到条件 (Aβ) 蕴含了下面事实：对于任意的 σ, γ ⩾ 0 满足

σ + γ = 2β，

sup
ζ′∈R2d

∫
R2d

µ(dζ)
(1 + |ζ ′ + ζ|a)σ(1 + |ζ|a)γ

<∞. (4.17)

实际上，该事实基于下面的观察:(∫
|ζ|a>|ζ′+ζ|a

+

∫
|ζ|a⩽|ζ′+ζ|a

)
µ(dζ)

(1 + |ζ ′ + ζ|a)σ(1 + |ζ|a)γ

⩽
∫
R2d

µ(dζ)
(1 + |ζ ′ + ζ|a)2β

+

∫
R2d

µ(dζ)
(1 + |ζ|a)2β

.

(ii) µ 关于第二个变量 η 的对称性假设使得我们可以在下面的收敛结果 (4.37) 中

使用一些消去性质 (消去的项为 (4.36)). 在经典的热方程框架下，由于对称性，0

阶 Wiener 混沌项直接为 0. 然而, 在我们动理学的框架下该项并不为 0，但幸运

的是其在某些带权的 Besov 空间中收敛 (见下面的 (4.33)).

4.3.1 满足条件 (Aβ) 的一些例子

在本节的余下部分中，我们会给出一些满足条件 (Aβ) 的缓增测度的例子来
阐明我们上面定理的合理性. 首先我们给出下面初等的引理.

引理 4.3.1 给定任意的 β1, β2 ∈ [0, d) 和 γ1, γ2 ⩾ 0 满足

γ1 + β1 > d, 3β1 + β2 + γ2 > 4d,

这时下式成立

sup
ξ′∈Rd

∫
Rd

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ + ξ′|)γ1

<∞, (4.18)

且对于任意的 ζ = (ξ, η) ∈ R2d，

sup
ζ′∈R2d

∫
R2d

dζ
|ξ|β1|η|β2(1 + |ζ + ζ ′|a)γ2

<∞. (4.19)

证明 对于 (4.18)，我们有∫
Rd

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ + ξ′|)γ1

=

(∫
|ξ+ξ′|⩽|ξ|

+

∫
|ξ+ξ′|>|ξ|

)
dξ

|ξ|β1(1 + |ξ + ξ′|)γ1

⩽
∫
|ξ+ξ′|⩽|ξ|

dξ
|ξ + ξ′|β1(1 + |ξ + ξ′|)γ1

+

∫
|ξ+ξ′|>|ξ|

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ|)γ1

⩽
∫
Rd

dξ
|ξ + ξ′|β1(1 + |ξ + ξ′|)γ1

+

∫
Rd

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ|)γ1

= 2

∫
Rd

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ|)γ1

.
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基于 γ1 + β1 > d 和 β1 < d，上式右侧是有限的.

接下来我们用 (4.18) 来证明 (4.19). 令

θ :=
3(d− β1)

3(d− β1) + (d− β2)
=

3(d− β1)

4d− 3β1 − β2
∈ (0, 1).

因为 γ2 > 4d− 3β1 − β2,，所以我们有

β1 + θγ2/3 > d, β2 + (1− θ)γ2 > d. (4.20)

由 |ξ|1/3 ∨ |η| ⩽ |ζ|a，我们接着有∫
R2d

dζ
|ξ|β1|η|β2(1 + |ζ + ζ ′|a)γ2

⩽
∫
Rd

dξ
|ξ|β1(1 + |ξ + ξ′|1/3)θγ2

×
∫
Rd

dη
|η|β2(1 + |η + η′|)(1−θ)γ2

,

继而通过 (4.20) 和 (4.18) 得到 (4.19). 证毕. □

例 4.3.1 固定 β ∈ (1
2
, 2
3
) 和 γ ∈ (d− 2

3
β, d). 令

µ(dξ, dη) = |ξ|−γdξδ0(dη),

其中 dξ 为 Rd 上的 Lebsgue 测度且 δ0(dη) 是 Rd 上的集中在 0 点的 Dirac 测度.

由 (4.18)可得 (Aβ) 成立. 这时, 众所周知的是对于某个常数 cd,γ > 0 (见 [99, 第

117 页, 引理 2]),

µ̂(z) = µ̂(x, v) = cd,γ|x|γ−d, z = (x, v).

特别地，对于任意的 f, g ∈ S (R2d)，

E
(
X(f)X(g)

)
=

∫
R2d

f̂(ζ)ĝ(−ζ)µ(dζ) =
∫
R2d

∫
R2d

f(z)g(z′)µ̂(z − z′)dz′dz

=

∫
Rd

∫
Rd

(∫
Rd

f(x, v)dv
)(∫

Rd

g(x′, v)dv
)

cd,γdxdx′
|x− x′|d−γ

.

固定 ϕ ∈ S (Rd) 满足
∫
Rd ϕ = 1. 对于任意的 f ∈ S (Rd)，若我们定义

X1(f) := X(f̃), f̃(x, v) := f(x)ϕ(v),

则对于任意的 f, g ∈ S (Rd)，

E
(
X1(f)X1(g)

)
= cd,γ

∫
Rd

∫
Rd

f(x)g(x′)
dxdx′

|x− x′|d−γ
=

∫
Rd

f̂(ξ)ĝ(−ξ) dξ
|ξ|γ

,
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其中右侧是其次 Bessel 位势空间 Ḣ−γ(Rd) 中的内积 (见 [3]). 特别地，X1(f) 的

定义可以由此延拓到所有的 f ∈ Ḣ−γ(Rd). 这时对应的噪声 X1 是与速度变量 v

无关的. 取 d = 1 并且定义

Bγ(y) :=
(
X1(1[0,y])1y⩾0 −X1(1[y,0])1y<0

)
γ1/2(1 + γ)1/2(2cd,γ)

−1/2.

经过初等的计算后我们发现

E
(
Bγ(y)Bγ(y

′)
)
= 1

2
(|y|1+γ + |y′|1+γ − |y − y′|1+γ).

因此，Bγ(y) 是一个带有 Hurst 参数 H = 1+γ
2

∈ (1− β
3
, 1) 的分数阶布朗运动，且

对于任意的 g ∈ S (R),

X1(g) = −c̄d,γ
∫
R
g′(y)Bγ(y)dy.

换句话说，X1 = c̄d,γB
′
γ 在广义函数的意义下成立.

例 4.3.2 对于 β ∈ (1
2
, 2
3
) 和 0 ⩽ γ ∈ (d− 2β, d)，令

µ(dξ, dη) = |η|−γδ0(dξ)dη.

由 (4.18) 可得 (Aβ) 成立. 当 d = 1 且 γ = 0 时，我们有

µ̂(x, v) = δ0(dv)

和

E
(
X(f)X(g)

)
=

∫
Rd

(∫
Rd

f(x, v)dx
)(∫

Rd

g(y, v)dy
)

dv.

特别地，对于满足
∫
Rd ϕ = 1 的 ϕ ∈ S (Rd)，若我们定义

X2(f) := X(f̃), f̃(x, v) := ϕ(x)f(v)

则X2 与 x 变量无关且是 R 上的白噪声. 基于类似例 4.3.1 中的分析，对于任意

的 γ ∈ [0, 1), X2 可以视为 Hurst 参数 H = 1+γ
2

∈ [1
2
, 1) 的分数阶布朗运动的广义

倒数.

例 4.3.3 对于满足 3γ1 + γ2 > 4d− 2β 的 β ∈ (1
2
, 2
3
) 和 γ1, γ2 ∈ [0, d)，令

µ(dξ, dη) = |ξ|−γ1 |η|−γ2dξdη,
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由 (4.19) 可得 (Aβ) 成立. 当 γ1γ2 6= 0 时，我们有

µ̂(x, v) = cd,γ|x|γ1−d|v|γ2−d.

当 γ2 = 0 时，因为 β ∈ (1
2
, 2
3
)，我们有

(4d− 2β)/3 < γ1 < d⇒ d < 2β ⇒ d = 1,

和

E
(
X(f)X(g)

)
= c1,γ

∫
R3

f(x, v)g(y, v)
dvdxdy

|x− y|γ1−1
.

特别地，我们可以把 W 看作为 v-方向的白噪声，且 x-方向的有色噪声. 同上面

的例子，这时 W 是一个满足 3H1 + H2 > 4 − β 的参数 Hi =
γi+1
2
的分数布朗

sheet 的广义导数.

4.4 主要定理的证明

在本节中，我们会给出定理 4.3.1 的证明. 为此，我们先介绍下面的记号. 我
们引入 (2.7) 中定义的光滑函数族 (φa

j )j⩾−1. 我们总可以假设 φa
−1 满足下面的对

称性

φa
−1(ξ,−η) = φa

−1(ξ, η), (ξ, η) ∈ R2d.

我们定义下面的函数供后面使用：

ψ(ζ, ζ ′) :=
∑

|i−j|⩽1

φa
i (ζ)φ

a
j (ζ

′), ζ, ζ ′ ∈ R2d. (4.21)

特别地，基于 φa
−1 关于 η 的对称性，对于任意的 ζ = (ξ, η), ζ ′ = (ξ′, η′) ∈ R2d，

ψ((ξ, η), (ξ′, η′)) = ψ((ξ,−η), (ξ′, η′)) = ψ((ξ, η), (ξ′,−η′)). (4.22)

现在我们回顾一些之前用过的记号. 令 z = (x, v) ∈ R2d 和 ζ = (ξ, η). 对于
任意的t ∈ R，我们定义

Γtz := (x+ tv, v), Γ̂tζ := (ξ, η + tξ),

且对于一个 R2d 上的可测函数 f 和 y, z ∈ R2d，定义

(Γtf)(z) := f(Γtz), (τyf)(z) := f(z − y).
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显然，

ΓtΓ−tz = z, 〈Γtz, ζ〉 = 〈z, Γ̂tζ〉,

且

(f ∗ g)(z) =
∫
R2d

τyf(z)g(y)dy (4.23)

和下式成立

Γ̂tf(ζ) = Γ̂−tf̂(ζ), Γt(f ∗ g) = (Γtf) ∗ (Γtg).

由 (3.2)，存在一个常数 c0 > 0 使得对于所有的 (ξ, η) ∈ R2d，

p̂s(ξ, η) = e−s|η|2−s3|ξ|2/3−s2⟨ξ,η⟩ ⩽ e−c0(s3|ξ|2+s|η|2). (4.24)

现在令 ϕ 为一个具有紧支撑的概率分布密度函数且其关于变量 v 对称. 对于
ε ∈ (0, 1)，令

ϕε(z) := ε−2dϕ(z/ε), Xε(z) := Xφε(z) = X(ϕε(z − ·)).

接下来我们给出两个后面需要用到的技巧性结果.

引理 4.4.1 (i) 对于任意的 γ ∈ R，存在一个 C > 0 使得

|φa
j (ζ)| ≲C 1 ∧

(
2γj(1 + |ζ|a)−γ

)
, j ⩾ −1, ζ ∈ R2d, (4.25)

且

|ψ(ζ, ζ ′)| ≲C 1 ∧
(
(1 + |ζ|a)−γ(1 + |ζ ′|a)γ

)
, ζ, ζ ′ ∈ R2d. (4.26)

(ii) 对于任意的 γ ∈ [0, 1]，存在一个常数 C > 0 使得

|ψ(ζ, ζ ′)− ψ(ζ, ζ)| ≲C |ζ − ζ ′|γa(1 + |ζ|a)−γ, ζ, ζ ′ ∈ R2d. (4.27)

证明 (i) 注意到

Kj := suppφa
j ⊂ {ζ : 2j−1 ⩽ |ζ|a ⩽ 2j+1}, j ⩾ 0.

对于任意的 γ ∈ R，因为下式对所有的 j ⩾ 0 成立

(1 + |ζ|a)γ1Kj
≲ 2jγ , (1 + |ζ|a)γ1{|ζ|a⩽1} ≲ 1,

所以

|φa
j (ζ)| ⩽

(1 + |ζ|a)γ

(1 + |ζ|a)γ
1Kj

(ζ) ≲ 2γj

(1 + |ζ|a)γ
,
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且

|ψ(ζ, ζ ′)| ⩽
∑

|i−j|⩽1

|φa
i (ζ)||φa

j (ζ
′)| ≲

∑
|i−j|⩽1

2γi1Ki
(ζ)

(1 + |ζ|a)γ
(1 + |ζ ′|a)γ

2γj

≲
∑
i⩾−1

1Ki
(ζ)

(1 + |ζ ′|a)γ

(1 + |ζ|a)γ
≲ (1 + |ζ ′|a)γ

(1 + |ζ|a)γ
.

(ii) 令 γ ∈ [0, 1]. 对任意的 j ⩾ 0，我们有

|φa
j (ζ)− φa

j (ζ
′)| = |φa

0(2
−ajζ)− φa

0(2
−ajζ ′)| ≲ |ζ − ζ ′|γa2−jγ‖φa

0‖Cγ
a

和

|φa
−1(ζ)− φa

−1(ζ
′)| ≲ |ζ − ζ ′|γa‖φa

−1‖Cγ
a
.

因此，由 (4.25) 可得

|ψ(ζ, ζ ′)− ψ(ζ, ζ)| ≲ |ζ − ζ ′|γa
∑
j⩾−1

2−jγφa
j (ζ) ≲

|ζ − ζ ′|γa
(1 + |ζ|a)γ

∑
j⩾−1

1Kj
(ζ).

证毕. □

引理 4.4.2 对于任意的 T, λ > 0，θ ∈ [0, 1] 和 γ > 0，存在一个常数 C =

C(T, γ, θ, λ) 使得对于所有的 0 ⩽ s < t ⩽ T 和 ζ = (ξ, η) ∈ R2d，∫ t

s

rγ−1e−λ(r3|ξ|2+r|η|2)dr ≲C |t− s|(γ∧1)(1−θ)(1 + |ζ|a)−2θγ . (4.28)

证明 注意到∫ t

0

sγ−1e−λs3|ξ|2ds ≲ |ξ|−
2γ
3 ,

∫ t

0

sγ−1e−λs|η|2ds ≲ |η|−2γ,

和 ∫ t

s

rγ−1dr = (tγ − sγ)/γ ≲ (t− s)γ∧1.

令 g(r, ζ) := e−λ(r3|ξ|2+r|η|2). 对于任意的 θ ∈ [0, 1]，我们有∫ t

s

rγ−1g(r, ζ)dr =
(∫ t

s

rγ−1g(r, ζ)dr
)1−θ (∫ t

s

rγ−1g(r, ζ)dr
)θ

⩽
(∫ t

s

rγ−1dr
)1−θ (∫ t

0

sγ−1g(s, ζ)ds
)θ

≲ (t− s)(γ∧1)(1−θ)
(
1 ∧ |ξ|−

2γ
3 ∧ |η|−2γ

)θ
,

继而基于 1 ∨ |ξ|1/3 ∨ |η| � 1 + |ζ|a 可得 (4.28). 证毕. □
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通过前面的准备工作，现在我们可以给出

证明 (定理 4.3.1 的证明) 由可重整化对的定义可知，只需证明

X ∈ C−α
a (ρκ), P − a.s.

和下面的仿积可以由 Cauchy 列逼近定义

X ◦ ∇vIX ∈ C([0, T ],C1−2α
a (ρκ)), P − a.s.

接下来我们分别对这两个给出证明

(i) X 的带权各向异性 Besov 范数估计. 与 (4.9) 中的估计类似，由高斯随

机变量的强压缩性可知对于任意的 ᾱ ∈ (β, β + 1)，有

E|Ra
jXε(z)−Ra

jX(z)|p ≲
(

E|Ra
jXε(z)−Ra

jX(z)|2
)p/2

=

(∫
R2d

|φa
j (ζ)|2|ϕ̂ε(ζ)− 1|2µ(dζ)

)p/2

(4.25)
≲ 2ᾱpj

(∫
R2d

|ϕ̂ε(ζ)− 1|2

(1 + |ζ|a)2ᾱ
µ(dζ)

)p/2

,

其中不等式中的常数不依赖于 z. 注意到

|ϕ̂ε(ζ)− 1| = |ϕ̂(εζ)− 1| ≲ ε(ᾱ−β)/3|ζ|ᾱ−β
a ,

则基于定义，我们有对于任意的 α′ > ᾱ 和 p > 4d/κ，

E‖Xε −X‖p
B−α′,a
p,p (ϱκ)

=
∑
j

2−α′pj

∫
R2d

E|Ra
jXε(z)−Ra

jX(z)|p|%κ(z)|pdz

≲
(∫

R2d

ε2(ᾱ−β)/3

(1 + |ζ|a)2β
µ(dζ)

)p/2 ∫
R2d

|%κ(z)|pdz, (4.29)

继而由 (Aβ) 可知上式随着 ε→ 0 而收敛到 0. 进一步地，对于任意的 α > ᾱ，由

Besov 空间的嵌入定理，定理 2.1.1，可得对于足够大的 p，我们有

lim
ε→0

E‖Xε −X‖pC−α
a (ϱκ)

= 0.

(ii) X ◦ ∇vIX 的良定性. 因为 X 于时间 t 无关，从而根据引理 4.1.2 我们

只需要证明

E sup
0⩽s<t⩽T

‖X ◦ ∇vIX(t)−X ◦ ∇vIX(s)‖C1−2α
a (ϱκ) <∞.

我们在下面的引理中证明 Ra
ℓ (Xε ◦∇vIXε(t))可以表示为 (Xε⊗Xε)(H

ℓ
t )的形式.
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引理 4.4.3 对于任意的 t ⩾ 0 和 ` ⩾ −1，我们有，

Ra
ℓ (Xε ◦ ∇vIXε(t)) = (Xε ⊗Xε)(H

ℓ
t ), (4.30)

其中

Hℓ
t (y, y

′) :=
∑

|i−j|⩽1

∫ t

0

Ra
ℓ (τy′φ̌

a
i · τΓ−sy(Ra

j∇vΓsps))ds.

此外，对于 ζ = (ξ, η) ∈ R2d，我们有，

Ĥℓ
t (ζ, ζ

′) = −i
∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ+ζ′⟩φa
ℓ (Γ̂sζ + ζ ′)ψ(Γ̂sζ, ζ

′)(η + sξ)p̂s(ζ)ds, (4.31)

其中 ψ 由 (4.21) 式定义.

证明 由定义知

Ra
iXε · (Ra

j∇vIXε)(t) =

∫ t

0

(φ̌a
i ∗Xε) · (Ra

j∇vΓsps) ∗ (ΓsXε)ds

=

∫
R2d

∫
R2d

(∫ t

0

τy′φ̌a
i · τΓ−sy(Ra

j∇vΓsps)ds
)
Xε(y)Xε(y

′)dydy′,

从而得到 (4.30). 现在来证明 (4.31), 令 h := Ra
j (∇vΓsps), 从简单的计算可得∫

R2d

∫
R2d

e−i(ζ·y+ζ′·y′)φ̌a
ℓ ∗ (τy′φ̌a

i · τΓ−syh)dydy′

= e−i⟨·,Γ̂sζ+ζ′⟩φa
ℓ (Γ̂sζ + ζ ′)φa

i (ζ
′)ĥ(−Γ̂sζ),

其中我们用到了对于 ζ = (ξ, η) ∈ R2d，

ĥ(ζ) = φa
j (ζ)(iη)(Γ̂−sp̂s)(ζ).

于是基于 Γ̂−sΓ̂sζ = ζ，我们得到了 (4.31). 引理得证. □

注 4.4.1 注意到对于每一个 y, y′ ∈ R2d，Hℓ
t (y, y

′) 都是一个关于 z 的 Rd-值

函数. 在表达式 (4.30) 和 (4.31) 中，为了简洁我们隐去了变量 z. 在没有额外说

明的情况下，我们接下来总是使用该记号.

为了方便，我们简记

M ε
t (z) := (Xε ◦ ∇vIXε(t))(z)

和

Gε,ε′

t,s (z) :=M ε
t (z)−M ε′

t (z)−M ε
s (z) +M ε′

s (z). (4.32)
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下面我们同样隐去其中的变量 z. 易知 M ε
t = EM ε

t +M ε
t − EM ε

t 是对于 M ε
t 的

Wiener 混沌分解，其中 EM ε
t 是 0 阶 Wiener 混沌项，M ε

t −EM ε
t 是二阶 Wiener

混沌项. 接下来我们分开考虑这两项.

零阶 Wiener 混沌项. 在这一部分中，我们证明下面关于零阶 Wiener 混沌

的收敛性

lim
ε,ε′→0

sup
t∈[0,T ]

∥∥EM ε
t − EM ε′

t

∥∥
C1−2α
a

= 0. (4.33)

可以发现在动理学框架下，该零阶项不不像经典热方程时为 0. 且再减去一个形

式上发散，但在适当对称定义下为 0 的项 (即下面的 J t
22,ℓ) 后，该零阶项在适当

的 Besov 空间中收敛. 注意到由 (4.30) 可得

Ra
ℓM

ε
t = (Xε ⊗Xε)(H

ℓ
t ). (4.34)

则基于 (4.11)，有

Ra
ℓEM ε

t = ERa
ℓM

ε
t =

∫
R2d

Ĥℓ
t (ζ,−ζ)ϕ̂2

ε(ζ)µ(dζ) =: Λℓ,ε
t .

上式亦是随机场 (Xε ⊗Xε)(H
ℓ
t ) 的零阶 Wiener 混沌项.

我们对 (4.31) 式进行如下的分解：

Ĥℓ
t (ζ,−ζ) = −i

∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ−ζ⟩φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)

(
ψ(Γ̂sζ,−ζ)− ψ(ζ,−ζ)

)
ηp̂s(ζ)ds

−i
∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ−ζ⟩φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)ψ(ζ,−ζ)ηp̂s(ζ)ds

−i
∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ−ζ⟩φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)ψ(Γ̂sζ,−ζ)sξ p̂s(ζ)ds

=: J t
1,ℓ(ζ) + J t

2,ℓ(ζ) + J t
3,ℓ(ζ).

对于 J t
1,ℓ(ζ)，注意到对于任意的 ζ = (ξ, η), 有

Γ̂sζ − ζ = (0, sξ), (4.35)

从而由 (4.25) 并将 γ = 2α− 1 代入 (4.27) 中可得

‖J t
1,ℓ(ζ)‖L∞ ⩽

∫ t

0

|φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)| |ψ(Γ̂sζ,−ζ)− ψ(ζ,−ζ)| |η| p̂s(ζ)ds

≲ 2(2α−1)ℓ

∫ t

0

(1 + |sξ|)1−2α |sξ|2α−1

(1 + |ζ|a)2α−1
|η|p̂s(ζ)ds
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≲ 2(2α−1)ℓ(1 + |ζ|a)2−2α

∫ t

0

p̂s(ζ)ds

(4.24),(4.28)
≲ 2(2α−1)ℓ(1 + |ζ|a)−2α.

下一步考虑 J t
3,ℓ(ζ), 既然 |ψ| ≲ 1，于是由 (4.35)，我们有

‖J t
3,ℓ(ζ)‖L∞ ≲ 2(2α−1)ℓ

∫ t

0

(1 + |sξ|)1−2α|sξ|p̂s(ζ)ds

≲ 2(2α−1)ℓ

∫ t

0

|sξ|2−2αp̂s(ζ)ds

(4.24),(4.28)
≲ 2(2α−1)ℓ(1 + |ζ|a)−2α.

接着考虑 J t
2,ℓ(ζ)，按照定义和 (4.24) ，有

J t
2,ℓ(ζ) = −i

∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ−ζ⟩φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)ψ(ζ,−ζ)ηe−s|η|2−s3|ξ|2/3(e−s2⟨ξ,η⟩ − 1)ds

−i
∫ t

0

e−i⟨·,Γ̂sζ−ζ⟩φa
ℓ (Γ̂sζ − ζ)ψ(ζ,−ζ)ηe−s|η|2−s3|ξ|2/3ds

=: J t
21,ℓ(ζ) + J t

22,ℓ(ζ).

对于 J t
21,ℓ(ζ)，注意到

|e−s2⟨ξ,η⟩ − 1| ⩽ |sξ| |sη| es2|ξ| |η|,

则由 (4.24) 和 (4.28)，我们有

‖J t
21,ℓ(ζ)‖L∞ ≲ 2(2α−1)ℓ

∫ t

0

(1 + |sξ|)1−2α|sξ||sη||η| e−c0(s3|ξ|2+s|η|2)ds

≲ 2(2α−1)ℓ

∫ t

0

|sξ|2−2α|sη||η| e−c0(s3|ξ|2+s|η|2)ds

≲ 2(2α−1)ℓ|ξ|2−2α|η|2
∫ t

0

s3−2αe−c0(s3|ξ|2+s|η|2)ds

(4.28)
≲ 2(2α−1)ℓ(1 + |ζ|a)−2α.

另一方面，由 (4.35) 和 (4.22) 可得

J t
22,ℓ(ξ,−η) = −J t

22,ℓ(ξ, η).

因为 µ(dξ,−dη) = µ(dξ, dη) 且 ϕε 关于变量 v 对称，所以我们有∫
R2d

J t
22,ℓ(ζ)ϕ̂

2
ε(ζ)µ(dζ) ≡ 0. (4.36)
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因此，我们可以得到

Λℓ,ε
t =

∫
R2d

(
J t

1,ℓ(ζ) + J t
21,ℓ(ζ) + J t

3,ℓ(ζ)
)
ϕ̂2
ε(ζ)µ(dζ),

和

‖Λℓ,ε
t − Λℓ,ε′

t ‖L∞ ≲
∫
R2d

(
‖J t

1,ℓ(ζ)‖L∞ + ‖J t
21,ℓ(ζ)‖L∞ + ‖J t

3,ℓ(ζ)‖L∞

)
× |ϕ̂2

ε(ζ)− ϕ̂2
ε′(ζ)|µ(dζ)

≲ 2(2α−1)ℓ

∫
R2d

(1 + |ζ|a)−2α|ϕ̂2
ε(ζ)− ϕ̂2

ε′(ζ)|µ(dζ).

于是，由控制收敛定理可得

lim
ε,ε′→0

sup
ℓ⩾−1

sup
t∈[0,T ]

2(1−2α)ℓ‖Λℓ,ε
t − Λℓ,ε′

t ‖L∞ = 0, (4.37)

其中范数 ‖ · ‖L∞ 是关于变量 z 取的. 因此，我们最后得到了 (4.33).

二阶 Wiener 混沌项. 基于 Kolmogorov 连续性定理和 Besov 嵌入定理，定

理 2.1.1，只需证明对于某个 δ > 0 和任意的 α > β，任意的 p ⩾ 2，有

lim
ε,ε′→0

sup
0⩽s<t⩽T

(t− s)−δpE
(
‖Gε,ε′

t,s − EGε,ε′

t,s ‖
p

B1−2α,a
p,p (ϱκ)

)
= 0. (4.38)

既然 Gε,ε′

t,s − EGε,ε′

t,s 属于二阶 Wiener 混沌空间，类似于估计 (4.29) 的方法，我们

只需要证明

lim
ε,ε′→0

sup
0⩽s<t⩽T

sup
ℓ⩾−1

(t− s)−δ2(2−4α)ℓ‖Var(Ra
ℓG

ε,ε′

t,s )‖L∞ = 0. (4.39)

注意到由 (4.32) 和 (4.34) 可得

Ra
ℓG

ε,ε′

t,s = (Xε ⊗Xε)(H
ℓ
t −Hℓ

s)− (Xε′ ⊗Xε′)(H
ℓ
t −Hℓ

s)

= (Xφε−φε′
⊗Xφε)(H

ℓ
t −Hℓ

s) + (Xφε′
⊗Xφε−φε′

)(Hℓ
t −Hℓ

s),

则由 (4.12)，我们有

Var(Ra
ℓG

ε,ε′

t,s ) ⩽ 2Var((Xφε−φε′
⊗Xφε)(H

ℓ
t −Hℓ

s))

+ 2Var((Xφε′
⊗Xφε−φε′

)(Hℓ
t −Hℓ

s))

= 4

∫
R2d

∫
R2d

|Sym
(
(Ĥℓ

t − Ĥℓ
s)K

(1)
ε,ε′

)
(ζ, ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′)

+ 4

∫
R2d

∫
R2d

|Sym
(
(Ĥℓ

t − Ĥℓ
s)K

(2)
ε,ε′

)
(ζ, ζ ′)|2
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⩽ 4

∫
R2d

∫
R2d

|
(
(Ĥℓ

t − Ĥℓ
s)K

(1)
ε,ε′

)
(ζ, ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′)

+ 4

∫
R2d

∫
R2d

|
(
(Ĥℓ

t − Ĥℓ
s)K

(2)
ε,ε′

)
(ζ, ζ ′)|2µ(dζ)µ(dζ ′), (4.40)

其中

K
(1)
ε,ε′(ζ, ζ

′) := (ϕ̂ε(ζ)− ϕ̂ε′(ζ))ϕ̂ε(ζ
′)

和

K
(2)
ε,ε′(ζ, ζ

′) := ϕ̂ε′(ζ)(ϕ̂ε(ζ
′)− ϕ̂ε′(ζ

′)).

首先，对于任意的 θ ∈ (0, 1)，有

|K(1)
ε,ε′(ζ, ζ

′)| ⩽ |(ϕ̂ε − ϕ̂ε′)(ζ)| ≲ |ε− ε′|θ/3|ζ|θa

和

|K(2)
ε,ε′(ζ, ζ

′)| ⩽ |(ϕ̂ε − ϕ̂ε′)(ζ
′)| ≲ |ε− ε′|θ/3|ζ ′|θa.

此外，由 (4.31) 明显可以得到

‖(Ĥℓ
t − Ĥℓ

s)K
(2)
ε,ε′(ζ, ζ

′)‖L∞ ≲ |ε− ε′|θ/3
∫ t

s

Φℓ
r(ζ, ζ

′)|ζ ′|θa|η + rξ| p̂r(ζ)dr,

和

Φℓ
r(ζ, ζ

′) := |φa
ℓ (Γ̂rζ + ζ ′)| |ψ(Γ̂rζ, ζ

′)|.

再令 σ, γ ⩾ 0 满足 σ + γ = 2β. 注意到由 (4.25), (4.26) 和 (4.17) 可得

‖Φℓ
r(ζ, ·)| · |θa‖2L2(µ) ≲

∫
R2d

2σℓ(1 + |Γ̂sζ|a)γ+2θ

(1 + |Γ̂sζ + ζ ′|a)σ(1 + |ζ ′|a)γ
µ(dζ ′) ≲ 2σℓ(1 + |Γ̂sζ|a)γ+2θ,

则基于 Minkowski 不等式，我们有，∥∥∥∥∥(Ĥℓ
t − Ĥℓ

s)K
(2)
ε,ε′(ζ, ·)

∥∥
L∞

∥∥∥
L2(µ)

≲
∫ t

s

|ε− ε′|θ/3‖Φℓ
r(ζ, ·)‖L2(µ) |η + rξ| p̂r(ζ)dr

≲ |ε− ε′|θ/32
σℓ
2

∫ t

s

(1 + |Γ̂rζ|a)
γ+2θ

2 |η + rξ| p̂r(ζ)dr.

(4.41)

因为 |η| ∨ |ξ|1/3 ⩽ |ζ|a，所以再由 Γ̂rζ = (ξ, η + rξ)，我们有

(1 + |Γ̂rζ|a)
γ+2θ

2 |η + rξ|

≲ (1 + |ζ|a)
γ+2θ

2 |η|+ (r|ξ|)
γ+2θ

2 |η|+ (1 + |ζ|a)
γ+2θ

2 |rξ|+ (r|ξ|)
γ+2θ

2
+1
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≲ (1 + |ζ|a)
γ+2θ

2
+1 + r

γ+2θ
2 |ζ|

3(γ+2θ)
2

+1
a + r(1 + |ζ|a)

γ+2θ
2

+3 + r
γ+2θ

2
+1|ζ|

3(γ+2θ)
2 +3

a .

若我们取 σ = 4α− 2 且 α > β，则

γ
2
− 1 = β − 2α < −β.

于是，由 (4.24) 和 (4.28)，对于足够小的 θ，存在一个常数 δ > 0 使得对于所有

的 0 ⩽ s < t ⩽ T 和 ζ = (ξ, η) ∈ R2d，有，∫ t

s

(1 + |Γ̂rζ|a)
γ+θ
2 |η + rξ| p̂r(ζ)dr ≲ (t− s)δ/2(1 + |ζ|a)−β.

将其代入 (4.41) 中可得∥∥∥∥∥(Ĥℓ
t − Ĥℓ

s)K
(2)
ε,ε′(ζ, ·)

∥∥
L∞

∥∥∥2
L2(µ)

≲ |ε− ε′|2θ/32(4α−2)ℓ(t− s)δ(1 + |ζ|a)−2β.

当考虑包含有 K(1) 的项时，我们有相同的估计. 再将这些代入到 (4.40) 式的右

边，我们就得到了 (4.38). 到此，定理 4.3.1 得证. □
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第五章 奇异线性动理学方程

基于前面建立的交换子估计 (2.43)，(3.41) 和第 4.1 节引入的可重整化对的
概念，我们在本章中给出带有奇异随机环境噪声的线性动理学方程的拟控制解的

定义，以及其的存在唯一性. 具体地，我们考虑下面的带有耗散的线性动理学方
程：对于任意的 λ ⩾ 0，

Lλu := (∂t −∆v − v · ∇x + λ)u = b · ∇vu+ f, u(0) = ϕ, (5.1)

其中 b = (b1, · · · , bd) 和 f 满足下面的假设：对于某个 α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 ρ1, ρ2 ∈ Pw，(b, f) ∈ Bα

T (ρ1, ρ2), b ∈ Bα
T (ρ1), T > 0,

两者拥有相同的逼近序列 (bn, fn).
(5.2)

简单起见，我们定义

`bT (ρ1) :=
d∑

i=1

Ab,bi
T,∞(ρ1, ρ1) + 1. (5.3)

特别地，令

Bα
T := Bα

T (1, 1), `bT = `bT (1), Ab,b
T,q =

d∑
i=1

Ab,bi
T,q (1, 1).

本章主要分为三个小节，在第 5.1 节，我们介绍拟控制解的定义，并建立一
个有关拟控制解先验的局部化性质. 此局部化性质在经典解的情形下是显然可以
由链式求导法则得到的. 但在拟控制计算的框架下，我们总是需要涉及非局部算
子的 Bony 仿积运算，因此进行局部化时，需要对其磨光，并精细的比较逼近项
和极限项 (见命题 5.1.1). 在第 5.2 节，利用 [114, 第 3 节] 中的方法，我们使用前
面得到的有关动理学算子半群的正则性估计结果，当 b, f 没有权重时，得到了方

程 (5.2) 的适定性和解关于 `bT 的多项式依赖的一致估计. 最后在第 5.3 节，我们
结合第 5.1 节的局部化性质和第 5.2 节的无权方程估计，根据动理学 Hölder 空间
的局部刻画 (3.32)，得到了原方程 (5.2) 在多项式权重空间中的唯一拟控制解. 值
得注意的是，我们这里全程没有涉及指数权技巧. 特别地，[114] 使用指数权才得
到了解的唯一性，而我们这里唯一性由下面的先验估计 (5.43) 直接得到.
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5.1 拟控制解

为了定义拟控制解，我们类似 (1.20) 的分析，给出下面的拟控制拟设：

u = Ptϕ+ u♯ +∇vu ≺ Iλb+ Iλf, (5.4)

其中 u♯ 形式上满足下面的方程.

u♯ =Iλ(∇vu � b+ b ◦ ∇vu) + [Iλ,∇vu ≺]b. (5.5)

注意到 b◦∇vu在经典意义下是不良定的. 我们利用可重整化对 (b, f)和 (b, b)，使

用拟控制拟设 (5.4) 和交换子给出如下的定义：

b ◦ ∇vu = b ◦ ∇vu
♯ + b ◦ ∇v(∇vu ≺ Iλb) + b ◦ ∇vIλf + b ◦ ∇vPtϕ

= b ◦ ∇vu
♯ + b ◦ (∇2

vu ≺ Iλb) + (b ◦ ∇vIλb) · ∇vu

+ com(∇vu,∇vIλb, b) + b ◦ ∇vIλf + b ◦ ∇vPtϕ. (5.6)

综上形式的分析后，我们可以给出下面严格的拟控制解的定义.

定义 5.1.1 令 T > 0，ρ1 ∈ Pw 为一个有界权和 ρ2, ρ3 ∈ Pw 为两个任意

多项式权. 在 (5.2) 的条件下，假设对于某 ε > 0，ϕ ∈ C1+α+ε
a (ρ2/ρ1). 我们称

u ∈ S2−α
T (ρ3) 是一个偏微分方程 (5.1) 关于 (b, f) 的拟控制解，若存在 ρ4 ∈ Pw，

有

u− Ptϕ−∇vu ≺ Iλb− Iλf =: u♯ ∈ C3−2α
T,a (ρ4), (5.7)

且 u♯满足方程 (5.5)其中 b◦∇vu由每一项都良定的 (5.6)式给出 (良定性见(5.9)).

注 5.1.1 在上面的定义中，如果我们考虑 ū = u−Ptϕ，那么初始值可以变为

零. 这时，非齐次项 f 将会被下面的式子替代

f̄ = f + b · ∇vPtϕ ∈ C−α
T,a(ρ2).

将 ψ = 1, φ = ∇vPtϕ 和 ρ3 = 1, ρ4 = ρ2/ρ1 代入引理 4.1.3 可得

‖b ◦ ∇vIλ(b · ∇vPtϕ)‖C1−2α
T,a (ρ1ρ2)

≲ ‖ϕ‖C1+α+ε
a (ρ2/ρ1)

`bT (ρ1).

于是，我们依然有

(b, f̄) ∈ Bα
T (ρ1, ρ2),

且 ū 是一个方程 (5.1) 关于 (b, f̄) 的拟控制解，其中 ū(0) = 0 且

ū♯ = u♯ +∇vPtϕ ≺ Iλb− Iλ(b · ∇vPtϕ).
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基于上述分析，在本学位论文余下的部分中，为了简便，如果没有特别说明，我

们总是假设 ϕ ≡ 0.

首先，我们有下面的关于 u♯ 正则性的先验估计.

定理 5.1.1 令 u ∈ S2−α
T,a (ρ3) 为方程(5.1)在定义 5.1.1 下的拟控制解，其中

ϕ ≡ 0. 对于任意的 ε > 2α−1
2−3α

和 ρ4 := ρ1+ε
1 ((ρ1ρ3) ∧ ρ2)，存在一个常数

C = C(T, ε, α, d, ρi, `
b
T (ρ1)) > 0 使得对于所有的 λ ⩾ 0，

‖u♯‖C3−2α
T,a (ρ4)

≲C ‖u‖S2−α
T,a (ρ3)

+ Ab,f
T,∞(ρ1, ρ2). (5.8)

证明 首先，我们证明对于任意的 γ, β ∈ (α, 2− 2α] 和 ρ5 ⩽ (ρ1ρ3) ∧ ρ2,

‖b ◦ ∇vu‖C1−2α
T,a (ρ1ρ5)

≲ `bT (ρ1)
(
‖u‖Cα+γ

T,a (ρ3)
+ ‖u♯‖Cβ+1

T,a (ρ5)

)
+ Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2). (5.9)

为此，只需要对 (5.6) 进行逐项估计.

• 因为 β > α，由 (2.40)，有

‖b ◦ ∇vu
♯‖L∞(ρ1ρ5) ≲ ‖b‖C−α

T,a(ρ1)
‖∇vu

♯‖Cβ
T,a(ρ5)

⩽ `bT (ρ1)‖u♯‖Cβ+1
T,a (ρ5)

.

• 因为 γ > α 和 γ + α− 2 < 0, 所以由 (2.39) 和 (2.40)，我们有

‖b ◦ (∇2
vu ≺ Iλb)‖C1−2α

T,a (ρ21ρ3)
≲ ‖b‖C−α

T,a(ρ1)
‖∇2

vu ≺ Iλb‖Cγ
T,a(ρ1ρ3)

≲ ‖b‖C−α
T,a(ρ1)

‖∇2
vu‖Cγ+α−2

T,a (ρ3)
‖Iλb‖C2−α

T,a (ρ1)

≲ ‖b‖2C−α
T,a(ρ1)

‖u‖Cγ+α
T,a (ρ3)

≲ `bT (ρ1)‖u‖Cα+γ
T,a (ρ3)

.

• 又因为 γ > α，所以由 (2.41) 可得

‖∇vu(b ◦ ∇vIλb)‖C1−2α
T,a (ρ21ρ3)

≲ ‖∇vu‖Cγ+α−1
T,a (ρ3)

‖b ◦ ∇vIλb‖C1−2α
T,a (ρ21)

≲ `bT (ρ1)‖u‖Cα+γ
T,a (ρ3)

.

• 因为 γ > α，由 (2.43) 和 (3.38)，我们有

‖com(∇vu,∇vIλb, b)‖C1−2α
T,a (ρ21ρ3)

≲ ‖b‖C−α
T,a(ρ1)

‖∇vu‖Cγ+α−1
T,a (ρ3)

‖∇vIλb‖C1−α
T,a (ρ1)

≲ ‖b‖2C−α
T,a(ρ1)

‖u‖Cγ+α
T,a (ρ3)

≲ `bT (ρ1)‖u‖Cα+γ
T,a (ρ3)

.

联立上面的估计，由 ρ1ρ5 ⩽ ρ21ρ3 可得 (5.9).

接下来，由 (2.39)，我们有

‖∇vu � b‖C1−2α
T,a (ρ1ρ3)

≲ ‖u‖C2−α
T,a (ρ3)

‖b‖C−α
T,a(ρ1)

,
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并且在(3.41)中取 (k, θ) = (0, 2)，由 (3.34)，有

‖[Iλ,∇vu ≺]b‖C3−2α
T,a (ρ1ρ3)

≲ ‖∇vu‖S1−α
T (ρ3)

‖b‖C−α
T,a(ρ1)

≲ ‖u‖S2−α
T (ρ3)

‖b‖C−α
T,a(ρ1)

.

于是，由 (5.5)，(5.9)和 Schauder 估计 (3.39)，注意到 ρ5 ⩽ ρ3，可得对于 β ∈

(α, 2− 2α)，有

‖u♯‖C3−2α
T,a (ρ1ρ5)

≲ ‖u‖S2−α
T (ρ3)

+ ‖u♯‖Cβ+1
T,a (ρ5)

+ Ab,f
T,∞(ρ1, ρ2). (5.10)

对于 ε > 2α−1
2−3α
，通过选取 β 足够接近 α，我们有

θ := ε
1+ε

= α+β−1
1−α

.

令

ρ4 := ρ1+ε
1 ((ρ1ρ3) ∧ ρ2), ρ5 := ρθ4((ρ1ρ3) ∧ ρ2)1−θ.

注意到 ρ1ρ5 = ρ4，基于 (2.23) 和 Young 不等式，对于任意的 δ > 0，有

‖u♯‖Cβ+1
T,a (ρ5)

≲ ‖u♯‖θC3−2α
T,a (ρ4)

‖u♯‖1−θ

C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2)

⩽ δ‖u♯‖C3−2α
T,a (ρ4)

+ Cδ‖u♯‖C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2).

将其代入 (5.10) 并由 ρ4 = ρ1ρ5 且取足够小的 δ，我们有

‖u♯‖C3−2α
T,a (ρ4)

≲ ‖u‖S2−α
T (ρ3)

+ ‖u♯‖C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2) + Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2). (5.11)

另一方面，由 (5.7)，(2.39) 和 (3.38)，我们有

‖u♯‖C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2) ≲ ‖u‖C2−α

T,a (ρ3)
+ ‖∇vu ≺ Iλb‖C2−α

T,a (ρ1ρ3)
+ ‖Iλf‖C2−α

T,a (ρ2)

≲ ‖u‖C2−α
T,a (ρ3)

+ ‖∇vu‖L∞
T (ρ3)‖Iλb‖C2−α

T,a (ρ1)
+ ‖f‖C−α

T,a(ρ2)

≲
√
`bT (ρ1)‖u‖C2−α

T,a (ρ3)
+ ‖f‖C−α

T,a(ρ2)
. (5.12)

通过代入 (5.11)，我们完成证明. □

接下来，我们给出下面的重要的关于拟控制解的局部化结果. 此结果对于证
明拟控制解的唯一性至关重要.

命题 5.1.1 令 u 为一个方程 (5.1) 关于 (b, f) 的拟控制解，其中 ϕ = 0. 令
φ, ψ ∈ C∞

c (R2d) 并假设 ψ ≡ 1 在 φ 的支撑集上. 则 ū := uφ ∈ S2−α
T,a 是方程 (5.1)

关于 (b̄, g) ∈ Bα
T 的一个拟控制解，其中

b̄ := bψ, g := φf − u∆vφ− 2∇vφ · ∇vu− (v · ∇xφ)u− (b · ∇vφ)u.
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证明 不失一般性，我们假设 λ = 0. 首先，我们证明 (b̄, g) ∈ Bα
T . 从

∇vφu ∈ S2−α
T,a 和引理 4.1.3易推 (b̄, φf − (b · ∇vφ)u) ∈ Bα

T . 注意到

b′ := −u∆vφ− 2∇vφ · ∇vu− (v · ∇xφ)u ∈ S1−α
T,a ⊂ C1−α

T,a .

则由引理 4.1.1，我们有 (b̄, g) = (b̄, φf − (b · ∇vφ)u+ b′) ∈ Bα
T .

接下来，基于定义，只需要给出下式的证明

ū−∇vū ≺ I b̄− I g =: ū♯ ∈ C3−2α
T,a . (5.13)

上式中 ū♯ 满足

ū♯ = I (∇vū � b̄+ b̄ ◦ ∇vū) + [I ,∇vū ≺]b̄, (5.14)

其中

b̄ ◦ ∇vū := b̄ ◦ ∇vū
♯ + b̄ ◦ (∇2

vū ≺ I b̄) + (b̄ ◦ ∇vI b̄) · ∇vū

+ com(∇vū,∇vI b̄, b̄) + b̄ ◦ ∇vI g.
(5.15)

因为 u 是一个拟控制解，基于定义我们有

u = I (b ?∇vu+ f), (5.16)

其中

b ?∇vu := ∇vu � b+ b ◦ ∇vu+∇vu ≺ b. (5.17)

取 (bn, fn) ∈ L∞
T C

∞
b 为 (5.2) 中定义的逼近序列. 我们考察下面关于 u 的逼近：

un := u♯ +∇vu ≺ I bn + I fn, b̄n := bnψ, ūn := unφ, (5.18)

和

b̄⊚∇vū := (b ?∇vu)φ+ (b · ∇vφ)u−∇vū ≺ b̄−∇vū � b̄. (5.19)

在经典的情形下，容易得到 b̄⊚∇vū = b̄ ◦ ∇vū. 但在拟控制解的框架中，这并不

是显然的. 这里我们介绍 b̄⊚∇vū 是作为 b̄n ◦ ∇vūn 关于 n→ ∞ 的极限 (见下面

的步骤 (ii)). 此外，不难证明当 b̄ ◦ ∇vū 被替换为 b̄⊚∇vū 时，ū♯ 满足 (5.14) (见

下面的步骤 (iii)). 最终，我们使用逼近从而得到 b̄⊚∇vū = b̄ ◦ ∇vū (见下面的步
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骤 (iv)). 我们接下来的证明分为下面四步：

(i) 我们证明 un 可以逼近 u 且对于某个 ρ ∈ Pw，有

lim
n→∞

‖bn · ∇vun − b ?∇vu‖C−α
T,a(ρ)

= 0. (5.20)

(ii) 我们证明 b̄⊚∇vū ∈ C1−2α
T,a 且

lim
n→∞

‖b̄n ◦ ∇vūn − b̄⊚∇vū‖C−α
T,a

= 0. (5.21)

(iii) 我们证明对于 (5.13) 式定义的 ū♯ 满足下面的式子

C3−2α
T,a 3 ū♯ = I (∇vū � b̄+ b̄⊚∇vū) + [I ,∇vū ≺]b̄. (5.22)

(iv) 对于由 (5.15) 定义的 b̄ ◦ ∇vū，我们给出

b̄⊚∇vū = b̄ ◦ ∇vū. (5.23)

步骤 (i)：首先，从 (5.7)，(5.18)，(2.38) 和 (3.38) 中可得

‖un − u‖C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2) ≲ ‖∇vu‖L∞

T (ρ3)‖bn − b‖C−α
T,a(ρ1)

+ ‖fn − f‖C−α
T,a(ρ2)

,

继而由 (4.3)，有

lim
n→∞

‖un − u‖C2−α
T,a ((ρ1ρ3)∧ρ2) = 0. (5.24)

然后，基于 (2.39)，(5.24) 和 (4.3)，对于某个 ρ ∈ Pw，也有

lim
n→∞

‖bn ≺ ∇vun − b ≺ ∇vu‖C1−2α
T,a (ρ) = 0, (5.25)

同时基于 (2.38)，(5.24) 和 (4.3)，有

lim
n→∞

‖bn � ∇vun − b � ∇vu‖C−α
T,a(ρ)

= 0. (5.26)

事实上，由 (5.18)，有

bn ◦ ∇vun = bn ◦ ∇vu
♯ + bn ◦ (∇2

vu ≺ I bn) + (bn ◦ ∇vI bn) · ∇vu

+ com(∇vu,∇vI bn, bn) + bn ◦ ∇vI fn.

于是，由 (4.3)，(4.4)和引理 2.2.1，2.2.4，容易得到上式中的每一项都会在 C1−2α
T,a (ρ)

空间中收敛到 (5.6) 中所对应的项，其中 ρ ∈ Pw 为某一个多项式权. 因此，

lim
n→∞

‖bn ◦ ∇vun − b ◦ ∇vu‖C1−2α
T,a (ρ) = 0. (5.27)
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根据 −α < 1− 2α，结合 (5.25)，(5.26) 和 (5.27)，我们可以得到 (5.20).

步骤 (ii): 在这一步中，我们首先对逼近的项使用链式求导法则，再对其取极限.

因为 ψφ = φ，由求导链式法则可得

b̄n · ∇vūn = (bnψ) · ∇v(unφ) = (bn · ∇vun)φ+ (bn · ∇vφ)un.

所以，由 Bony 分解可知

b̄n ◦ ∇vūn = (bn · ∇vun)φ+ (bn · ∇vφ)un −∇ūn ≺ b̄n −∇ūn � b̄n.

因为 φ, ψ ∈ C∞
c (R2d)，所以可有 (4.3) 和 (5.24) 得到

lim
n→∞

‖(bn · ∇vφ)un − (b · ∇vφ)u‖C1−2α
T,a

= 0,

且基于引理 2.2.1，有

lim
n→∞

‖b̄n ≺ ∇vūn − b̄ ≺ ∇vū‖C1−2α
T,a

= 0,

lim
n→∞

‖b̄n � ∇vūn − b̄ � ∇vū‖C−α
T,a

= 0,

联立 (5.20) 和 (5.19) 即得到 (5.21).

此外，我们还可以使用 b̄n ◦ ∇vūn 的正则性来提升 b̄ ⊚ ∇vū 的正则性. 事实

上，

b̄n ◦ ∇vūn = (bnψ) ◦ (∇vunφ) + (bnψ) ◦ (∇vφun)

= [(∇vunφ)◦, ψ]bn + ψ[bn◦, φ]∇vun

+ ψφ(bn ◦ ∇vun) + (bnψ) ◦ (∇vφun).

则由 (5.21)，(2.44) 和 (5.27)，我们有

‖b̄⊚∇vū‖C1−2α
T,a

⩽ sup
n

‖b̄n ◦ ∇vūn‖C1−2α
T,a

<∞. (5.28)

步骤 (iii): 由链式法则，在广义函数的意义下有

L ū = L (uφ) = φL u− u∆vφ− 2∇vφ · ∇vu− (v · ∇xφ)u.

在上式两边分别作用算子 L −1 = I，由 (5.16) 和定义式 (5.19)，我们可以得到

ū = I ((b ?∇vu+ f)φ− u∆vφ− 2∇vφ · ∇vu− (v · ∇xφ)u)
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= I (b̄⊚∇vū+∇vū ≺ b̄+∇vū � b̄+ g),

再联立定义式 (5.13) 可得 (5.22). 此外，根据 (2.39) 和 (5.28), 有

∇vū � b̄+ b̄⊚∇vū ∈ C1−2α
T,a ,

再由 (3.38) 和 (3.41)，我们明显有

ū♯ ∈ C3−2α
T,a . (5.29)

步骤 (iv): 为了证明 (5.23)，我们首先要找到关于 b̄ ◦ ∇vū 合适的逼近序列. 令

gn := fnφ− u∆vφ− 2∇vφ · ∇vu−(bn · ∇vφ)u− (v · ∇xφ)u.

根据引理 4.1.1 和 4.1.3 可得 (bnψ, gn) 是 (b̄, g) 的一个逼近序列，且 gn → g 在

C−α
T,a 中收敛. 注意到

b̄n ◦ ∇v(ū
♯ +∇vū ≺ I b̄n + I gn)

= b̄n ◦ ∇vū
♯ + b̄n ◦ (∇2

vū ≺ I b̄n) + (b̄n ◦ ∇vI b̄n) · ∇vū

+ com(∇vū,∇vI b̄n, b̄n) + b̄n ◦ ∇vI gn,

则由 (5.29)，(4.3)，(4.4)，引理 2.2.1，引理 2.2.4和一些繁琐的初等计算，我们有

lim
n→∞

b̄n ◦ ∇v(ū
♯ +∇vū ≺ I b̄n + I gn) = b̄ ◦ ∇vū, 在 C1−2α

T,a 空间中. (5.30)

上式中我们使用了引理 4.1.3中的分解来得到 b̄n ◦∇vI b̄n 到 b̄◦∇vI b̄的收敛. 因

此，由 (5.21) 和 (5.30)，我们只需说明在某个合适的函数空间中有

lim
n→∞

b̄n ◦ ∇v(ūn − ū♯ −∇vū ≺ I b̄n − I gn) =: lim
n→∞

Λn = 0. (5.31)

事实上，由 (5.13)，有

ū♯ = ū−∇vū ≺ I b̄− I g = φ
(
u♯ + (∇vu ≺ I b) + I f

)
−∇vū ≺ I b̄− I g,

再联立 (5.18) 可得

Λn = b̄n ◦ ∇v

(
(∇vu ≺ IBn)φ−∇vū ≺ I (Bnψ) + φI Fn − IGn

)
,

其中

Bn := bn − b, Fn := fn − f, Gn := gn − g.
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由引理 2.2.1，引理2.2.4，(4.3) 和 (4.4)，易得

lim
n→∞

(
b̄n ◦ ∇v((∇vu ≺ IBn)φ)− φ∇vu(b̄n ◦ ∇vIBn)

)
= φ lim

n→∞
com(∇vu,∇vIBn, b̄n) = 0

和

lim
n→∞

(
b̄n ◦ ∇v(∇vū ≺ I (Bnψ))− ψ∇vū(b̄n ◦ ∇vIBn)

)
= 0.

此外，注意到

φI Fn − IGn = −[I , φ]Fn + I (Bn · ∇vφu),

由引理 3.4.3 和引理 3.4.2，我们也有

lim
n→∞

(
b̄n ◦ ∇v(φI Fn − IGn)− (∇vφu)(b̄n ◦ ∇vIBn)

)
= 0.

最后，因为 ψ∇vū = ∇v(φu), 所以我们有

(ψ∇vū− φ∇vu−∇vφu)(b̄n ◦ ∇vIBn) ≡ 0,

联立上述三个极限即得 (5.31). 证毕. □

注 5.1.2 上面的结果在经典的情况下是显然可以有求导链式法则得到的. 但

是，由于拟控制解是在重整式 (5.6) 的意义下理解的，所以我们不能直接使用链

式法则，即 b ·∇vI b和 b ·∇vI f 只是在逼近的意义的定义的. 因此，我们不得不

首先构造合适的光滑逼近，使得我们使用链式法则. 在上述证明的最后一步 (步

骤 (iv)) 中，一个明显的困难是虽然

lim
n→∞

‖bn − b‖C−α
T,a(ρ)

= 0, lim
n→∞

‖bn ◦ ∇vI bn − b ◦ ∇vI b‖C1−2α
T,a (ρ) = 0,

但是这并不能得到

lim
n→∞

bn ◦ ∇vI (bn − b) = 0 在某个空间中.

5.2 无权重的 Schauder 估计

在本节中，我们假设 (b, f) ∈ Bα
T = Bα

T (1, 1), 且回顾一下下面的记号.

`bT = `bT (1), Ab,f
T,q = Ab,f

T,q(1, 1).
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在该假设下，我们按照 [114, 第 3.2 节] 的方法，一次给出下面的引理和定理. 本
节的结果主要是为了后面第 5.3 节中在噪声 b, f 带有权重时证明方程 (5.1) 的适
定性的内容服务的. 首先我们给出下面的引理.

引理 5.2.1 假设 ϕ = 0. 对于任意的 θ ∈ (1 + 3α
2
, 2)，q ∈ ( 2

2−θ
,∞) 和 T > 0，

存在常数 c0, c1 > 0 只依赖于 θ, α, d, q, T 使得对于所有的 λ ⩾ c0(`
b
T )

1/(1− θ
2
− 1

q
) 和

任意的 PDE (5.1) 的拟控制解 uλ = u，有

‖uλ‖Sθ−α
T

⩽ c1(`
b
T )

−1Ab,f
T,q. (5.32)

此外，还存在一个常数 c2 > 0 使得对于所有的 λ ⩾ 0，有

‖uλ‖S2−α
T

+ ‖u♯λ‖L∞
T S3−2α

T
⩽ c2(`

b
T )

4
2−3α

(
‖uλ‖L∞

T
+ Ab,f

T,∞

)
. (5.33)

证明 在本证明中，我们总是固定任意的

θ ∈ (1 + 3α
2
, 2], q ∈ [ 2

2−θ
,∞], γ, β ∈ (α, θ − 2α].

明显地，由引理 3.3.1，(2.39) 和 (2.38)，我们有

(λ ∨ 1)1−
θ
2
− 1

q ‖u‖Sθ−α
T

≲ ‖b ≺ ∇u+ b � ∇u+ b ◦ ∇u+ f‖Lq
T C−α

a

≲ ‖b‖L∞
T C−α

a
‖∇u‖Lq

TL∞ + ‖b ◦ ∇u‖Lq
T C−α

a
+ Ab,f

T,q,
(5.34)

且由引理 3.4.2 和 (2.39)，有

(λ ∨ 1)1−
θ
2
− 1

q ‖u♯‖Cθ+γ−1
a

≲ (λ ∨ 1)1−
θ
2
− 1

q ‖[Iλ,∇vu ≺]b‖
C
θ+2

q+γ− 2
q−1

a

+ ‖∇vu � b‖Lq
T Cγ−1

a
+ ‖b ◦ ∇vu‖Lq

T Cγ−1
a

≲ ‖∇vu‖Sγ+α−1
T

‖b‖L∞
T C−α

a
+ ‖b ◦ ∇vu‖Lq

T C1−2α
a

≲ ‖u‖Sγ+α
T

‖b‖L∞
T C−α

a
+ ‖b ◦ ∇vu‖Lq

T C1−2α
a

,

其中在最后一个不等式处我们使用了 (3.34).

此外，根据 (5.9)，也有

‖b ◦ ∇u‖Lq
T C1−2α

a
≲ `bT‖u‖Sγ+α

T
+
√
`bT‖u♯‖Lq

T Cβ+1
a

+ Ab,f
T,q.

于是，可以得到对于所有的 λ ⩾ 0，

(λ ∨ 1)1−
θ
2
− 1

q

(
‖u‖Sθ−α

T
+ ‖u♯‖L∞

T Cθ+γ−1
a

)
≲ `bT‖u‖Sγ+α

T
+
√
`bT‖u♯‖L∞

T Cβ+1
a

+ Ab,f
T,q.

(5.35)
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特别地，取 γ = θ − 2α 和 β = 2θ − 2α − 2 可得存在一个常数 c = c(θ, α, d, q, T )

使得

(λ ∨ 1)1−
θ
2
− 1

q

(
‖u‖Sθ−α

T
+ ‖u♯‖L∞

T C2θ−2α−1
a

)
≲c `

b
T

(
‖u‖Sθ−α

T
+ ‖u♯‖L∞

T C2θ−2α−1
a

)
+ Ab,f

T,q.

通过选取适当足够大的 λ 使得 λ1−
θ
2
− 1

q ⩾ c`bT，我们得到了 (5.32).

另外一边，在 (5.34) 中取 θ = 2 和 q = ∞，我们发现对于任意的 γ, β ∈

(α, 2− 2α]，

‖u‖S2−α
T

+ ‖u♯‖L∞
T C1+γ ≲ `bT‖u‖Sγ+α

T
+
√
`bT‖u♯‖L∞

T Cβ+1
a

+ Ab,f
T,∞. (5.36)

若 α < β < γ < 2 − 2α，则由插值不等式和 Young 不等式可得对于任意的

ε ∈ (0, 1)，

‖u‖S2−α
T

+ ‖u♯‖L∞
T C1+γ

a
⩽ ε
(
‖u‖S2−α

T
+ ‖u♯‖L∞

T C1+γ
a

)
+ Cε(`

b
T )

2−α
2−γ−2α‖u‖L∞

T

+ Cε(`
b
T )

1+γ−κ
2(γ−κ−β)‖u♯‖L∞

T
+ CAb,f

T,∞.
(5.37)

从 (5.4) 中注意到

‖u♯‖L∞
T
= ‖u−∇u ≺ Iλb− Iλf‖L∞

T

≲ ‖u‖L∞
T
(1 + ‖b‖L∞

T C−α
a
) + ‖f‖L∞

T C−α
a

≲ ‖u‖L∞
T

√
`bT + Ab,f

T,∞.

将其代入到 (5.37) 式中并取 ε = 1/2，我们可以得到

‖u‖S2−α
T

+ ‖u♯‖L∞
T C1+γ

a
≲ (`bT )

2−α
2−γ−2α

∨( 1+γ−κ
2(γ−κ−β)

+ 1
2
)
(
‖u‖L∞

T
+ Ab,f

T,∞

)
,

继而通过选取 γ = 2/3 和充分接近 α 的 β 可得

‖u‖S2−α
T

+ ‖u♯‖
L∞
T C5/3

a
≲ (`bT )

8−3α
2(2−3α)

(
‖u‖L∞

T
+ Ab,f

T,∞

)
.

这时，将 γ = 2− 2α 和 β = 2/3 代入式子 (5.36) 中，我们有

‖u♯‖L∞
T C3−2

T
≲ `bT‖u‖S2−α

T
+
√
`bT‖u♯‖S5/3T

+ Ab,f
T,∞ ≲ (`bT )

4
2−3α

(
‖u‖L∞

T
+ Ab,f

T,∞

)
.

综上，该引理得证. □

紧接着，我们有下面的定理.

定理 5.2.1 令 T > 0 和 ϕ = 0. 对于任意的 (b, f) ∈ Bα
T，在定义 5.1.1 的意义

下，PDE (5.1) 存在唯一的拟控制解 u. 进一步地，存在一个足够大的只依赖于 α

的 q > 1 和只依赖于 α, d, T 的常数 c1, c2 > 0 使得

‖u‖L∞
T
⩽ c1(`

b
T )

5
2−3αAb,f

T,q, ‖u‖S2−α
T,a

⩽ c2(`
b
T )

9
2−3αAb,f

T,∞. (5.38)
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证明 (存在性) 令 bn 和 fn 是 Bα
T 定义中 b 和 f 的光滑逼近函数. 我们接

着考虑下面的逼近方程：

∂tun = ∆un − λun + bn · ∇un + fn, un(0) = 0. (5.39)

固定 λ ⩾ 0. 对于任意的 λ′ > 0，众所周知下面的方程有唯一的经典解 wn:

∂twn = ∆vwn + v · ∇xwn − (λ′ + λ)wn + bn · ∇vw + fn,

w(0) = 0.
(5.40)

特别地，对于任意的 θ ∈ (1 + 3
2
α, 2) 和 q ∈ ( 2

2−θ
,∞)，由 (5.32) 可知对于任意的

λ′ ⩾ c0(`
b
T )

1/(1− θ
2
− 1

q
)，

‖wn‖L∞
T
⩽ ‖wn‖L∞

T Cθ−α
a

⩽ c1 · Abn,fn
T,q ⩽ c1 · Ab,f

T,q.

现在再令 un 为 PDE (5.39) 的唯一光滑解和 ūn = un − wn. 则 ūn 满足下面的方

程：

∂tūn = ∆vūn + v · ∇xūn − λūn + bn · ∇vūn + λ′wn, ū(0) = 0.

根据极大值原理，定理 A.0.2，和 β ⩽ 1，我们有

‖ūn‖L∞
T
⩽ λ′T (1 + ‖wn‖L∞

T
).

因此，我们可以取 θ 足够接近 1 + 3α
2
且 q 足够大从而得到

‖un‖L∞
T
⩽ (λ′T + 1)(‖wn‖L∞

T
+ 1) ≲ (`bT )

1/(1− θ
2
− 1

q
) · Ab,f

T,q ≲ (`bT )
5

2−3α · Ab,f
T,q,

这时联立 (5.33) 可得

‖un‖S2−α
T

+ ‖u♯n‖L∞
T C3−2α

a
⩽ c2(`

b
T )

9
2−3αAb,f

T,∞, (5.41)

其中 u♯n 由 u = un 时的 (5.5) 式给出. 于是，我们有下面的一致估计

sup
n∈N

(
‖un‖S2−α

T
+ ‖u♯n‖L∞

T C3−2α
a

)
≲ 1.

根据紧嵌入结果引理 3.2.1，对任意的 α′ < α，κ > 0 和 %κ ∈ Pw，存在函数

u ∈ S2−α′

T (%κ) 和 u♯ ∈ C3−2α′

T (%κ) 使得

lim
n→∞

(
‖un − u‖S2−α′

T (ϱκ)
+ ‖u♯n − u♯‖C3−2α′

a (ϱκ)

)
,
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其中由于极限的唯一性可知函数 u和 u♯与 α′和 κ无关. 则由 (2.38)，(5.9)，(3.41)

和 (5.5)可得

u♯ = lim
n→∞

u♯n = lim
n→∞

(Iλ(∇vun � bn + bn ◦ ∇vun) + [Iλ,∇vun ≺]bn)

= Iλ(∇vu � b+ b ◦ ∇vu) + [Iλ,∇vu ≺]b,

其中 limn→∞ 为 C3−2α′

T (%κ) 中范数意义下的极限. 类似地，(5.7) 亦成立. 于是可

知 u 确实为 (5.1) 的一个拟控制解. 且联立 (5.41) 和 Fatou 引理可得 (5.38)，存

在性证毕.

(唯一性) 假设 u1 和 u2 为方程 (5.1) 的两个拟控制解. 令 ū := u1 − u2.

明显地，ū 是下面方程的拟控制解

∂tū = ∆vū+ v · ∇xū− λū+ b · ∇vū, u(0) = 0.

再令 θ ∈ (1 + α, 2) 和 q = 2
2−θ

. 这时我们有

‖ū‖q
Sθ−α
T

⩽ C

∫ T

0

‖(b · ∇vū)(t)‖qC−α
a

dt. (5.42)

另一方面，由 (2.38)，(2.39) 和引理 5.1.1，有

‖(b · ∇vū)(t)‖C−α
a

⩽ ‖(b ≺ ∇vū)(t)‖C−α
a

+ ‖(b � ∇vū)(t)‖C−α
a

+ ‖(b ◦ ∇vū)(t)‖C−α
a

≲ ‖b(t)‖C−α
a
‖∇vū(t)‖L∞ + ‖(b ◦ ∇vū)(t)‖C1−2α

a

≲ ‖∇vū(t)‖L∞ + ‖ū‖S2−α
t

+ ‖ū♯‖L∞
t C3−2α−ϵ

a

(5.33)
≲ ‖∇vū‖L∞

t
+ ‖ū‖L∞

t
.

将上式代入 (5.42) 并注意到 θ − α > 1，则得到

‖ū‖q
L∞
T Cθ−α

a
⩽ C

∫ T

0

‖ū‖q
L∞
t Cθ−α

a
dt,

继而根据 Gronwall 不等式有 ū = 0. 唯一性证毕. □

5.3 解的存在唯一性

在本节中，我们将给出 PDE (5.1) 的拟控制解的适定性. 其中主要用到动理
学 Hölder 空间 Sα

T,a(ρ) 的局部化刻画结果引理 3.2.3 ，拟控制解的先验局部化结
果命题 5.1.1 和局部化拟控制解后，关于无权噪声时的 Schauder 估计的结果定理
5.2.1. 具体来说，我们有下面的在动理学 Hölder 空间中关于方程 (5.1) 的拟控制
解的适定性定理.
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定理 5.3.1 令 α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 ϑ := 9

2−3α
. 取 κ1 > 0 和 κ2 ∈ R 使得

(2ϑ+ 2)κ1 ⩽ 1, κ3 := (2ϑ+ 1)κ1 + κ2.

基于 (3.5) 中的记号，定义

ρi := %κi ∈ Pw, i = 1, 2, 3.

在 (5.2) 的假设下，对于任意的 T > 0 和 ϕ ∈ Cγ
a(ρ2/ρ1)，其中 γ > 1 + α，存在

一个方程 (5.1) 在定义 5.1.1 的意义下有关 (b, f) 的唯一的拟控制解 u ∈ S2−α
T,a (ρ3)

使得

‖u‖S2−α
T,a (ρ3)

≲C ‖ϕ‖Cγ
a(ρ2/ρ1) + Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2), (5.43)

其中常数 C = C(T, d, α, κi, `
b
T (ρ1)) > 0. 此外，若令 (bn, fn) ∈ L∞

T C
∞
b ×L∞

T C
∞
b 为

定义 4.1.1 中的逼近序列，令 ϕn ∈ C∞
b 满足

sup
n

‖ϕn‖Cγ
a(ρ2/ρ1) <∞,

和 ϕn 在 R2d 上局部一致收敛到 ϕ，令 un 为方程 (5.1)关于 (bn, fn)和初值 ϕn 的

唯一拟控制解，则对于任意的 β > α 和满足 limz→∞(ρ4/ρ3)(z) = 0 的 ρ4 ∈ Pw，

我们有

lim
n→∞

‖un − u‖S2−β
T,a (ρ4)

= 0. (5.44)

证明 我们主要关注先验估计 (5.43). 取 u 为方程 (5.1) 关于 (b, f) 的一个

拟控制解. 不失一般性，我们假设 λ = 0 和 ϕ = 0 (见注 5.1.1). 固定 0 < r < 1
16

.

注意到 φz
2r = 1 在 φz

r 的支撑集上成立. 因此对于任意的 z ∈ Rd，由命题 5.1.1，

uz := uφz
r 为下面偏微分方程的一个拟控制解：

∂tuz = ∆vuz + v · ∇xuz + bz · ∇vuz + gz, uz(0) = 0,

其中 bz := bφz
2r 和

gz := fφz
r − 2∇vu · ∇vφ

z
r − (∆vφ

z
r + v · ∇xφ

z
r)u− b · ∇vφ

z
ru.

根据定理 5.2.1，存在一个足够大的 q > 1 和两个常数 c1, c2 > 0 使得对于所有的

z ∈ Rd，

‖uz‖S2−α
T

⩽ c1(`
bz
T )

ϑAbz ,gz
T,∞ , ‖uz‖L∞

T
⩽ c2(`

bz
T )

ϑAbz ,gz
T,q . (5.45)
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在下面的证明中，简单起见，我们会去掉时间变量. 基于 gz 的定义，引理 2.2.1，

(3.26) 和 (3.27)我们有，

‖gz‖C−α
a

⩽ ‖fφz
r‖C−α

a
+ 2‖∇vu · ∇vφ

z
r‖C−α

a
+ ‖b · ∇vφ

z
ru‖C−α

a

+ ‖u(∆vφ
z
r + v · ∇xφ

z
r)‖L∞

≲ ‖f‖C−α
a (ρ2)

‖φz
r‖C1

a(ρ
−1
2 ) + ‖∇vu‖C−α

a (ρ3)
‖∇vφ

z
r‖C1

a(ρ
−1
3 )

+ ‖b‖C−α
a (ρ1)

‖u‖C1
a(ρ3)‖∇vφ

z
r‖C1

a((ρ1ρ3)
−1)

+ ‖u‖L∞(ρ3)‖∆vφ
z
r + v · ∇xφ

z
r‖L∞(ρ−1

3 )

≲ ρ−1
2 (z)‖f‖C−α

a (ρ2)
+ (%ρ−1

1 ρ−1
3 )(z)‖u‖C1

a(ρ3). (5.46)

因此，

‖gz‖Lq
T C−α

a
≲ ρ−1

2 (z)‖f‖Lq
T C−α

a (ρ2)
+ (%ρ−1

1 ρ−1
3 )(z)‖u‖Lq

T C1
a(ρ3)

. (5.47)

同时，对于任意的 λ̃ ⩾ 0，有

‖(bz ◦ ∇vIλ̃gz)‖C1−2α
a

⩽ ‖bz ◦ ∇vIλ̃(fφ
z
r)‖C1−2α

a
+ ‖bz ◦ ∇vIλ̃(b · ∇vφ

z
ru)‖C1−2α

a

+ ‖bz ◦ ∇vIλ̃(u(∆vφ
z
r + v · ∇xφ

z
r) + 2∇vu · ∇vφ

z
r)‖L∞

=: Iz1 + Iz2 + Iz3 .

考察 Iz1 项时，把 ρ3 = ρ−1
1 ，ρ4 = ρ−1

2 和 φ = φz
r 代入 (4.6) 可得

Iz1 ≲ ‖φz
2r‖C1

a(ρ
−1
1 )‖φ

z
r‖C1

a(ρ
−1
2 )A

b,f
t,∞(ρ1, ρ2) ≲ (ρ−1

1 ρ−1
2 )(z)Ab,f

t,∞(ρ1, ρ2).

现在考虑 Iz2 . 将 ρ3 = ρ−2
1 , ρ4 ≡ 1 和 ψ = ∇φz

ru 代入 (4.6) 中可得

Iz2 ≲ ‖φz
2r‖C1

a(ρ
−2
1 )‖∇vφ

z
ru‖S1t,aA

b,b
t,∞(ρ1, ρ1) ≲ (%ρ−2

1 ρ−1
3 )(z)‖u‖S1t,a(ρ3),

其中我们使用了基于 (3.36) 和 (3.32) 的如下估计

‖∇vφ
z
ru‖S1t,a ≲ %(z)‖φz

2ru‖S1t,a ≲ (%ρ−1
3 )(z)‖u‖S1t,a(ρ3).

对于 Iz3 项，类似 (5.46) 式中的估计，由 (2.40)，引理 3.3.1 和 (3.27)，我们有

Iz3 ≲ ‖bz‖C−α
a
‖∇vIλ̃(u(∆vφ

z
r + v · ∇xφ

z
r) + 2∇vu · ∇vφ

z
r)‖C1

a

≲ ρ−1
1 (z)‖b‖C−α

a (ρ1)
‖u(∆vφ

z
r + v · ∇xφ

z
r) + 2∇vu · ∇vφ

z
r‖C0

t,a

≲ (%ρ−1
1 ρ−1

3 )(z)‖u‖C1
t,a(ρ3)

≲ (%ρ−2
1 ρ−1

3 )(z)‖u‖C1
t,a(ρ3)

,
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其中我们在第二不等式处使用了如下放缩

‖bz‖C−α
a

≲ ‖b‖C−α
a (ρ1)

‖φz
r‖C1

a(ρ
−1
1 ) ≲ ρ−1

1 (z)‖b‖C−α
a (ρ1)

, (5.48)

并且在第三个不等式处用到了 ρ1 有界这一事实. 联立上述计算，对于任意的 t ∈

[0, T ]，我们有

‖(bz ◦ ∇vIλ̃gz)(t)‖C1−2α
a

⩽ (ρ−1
1 ρ−1

2 )(z)Ab,f
t,∞(ρ1, ρ2) + (%ρ−2

1 ρ−1
3 )(z)‖u‖S1t,a(ρ3).

现在由 Abz ,gz
T,q 的定义，(5.47)，(5.48) 和上面的计算，我们可以得到

Abz ,gz
T,q = sup

λ̃

‖bz ◦ ∇vIλ̃gz‖Lq
T C1−2α

a
+ (‖bz‖C−α

T,a
+1)‖gz‖Lq

T C−α
a

≲ (ρ−1
1 ρ−1

2 )(z)Ab,f
T,∞(ρ1, ρ2) + (%ρ−2

1 ρ−1
3 )(z)

(∫ T

0

‖u‖qS1t,a(ρ3)dt
)1/q

. (5.49)

另一方面，基于 (3.26)，并将 ρ3 = ρ−1
1 , ρ4 = ρ−1

1 和 φ = ψ = φz
r 代入 (4.6) 可得

‖bz ◦ ∇Iλ̃bz‖C1−2α
T,a

≲ ρ−2
1 (z)(‖b ◦ ∇Iλ̃b‖C1−2α

T,a (ρ21)
+‖b‖2C−α

T,a(ρ1)
).

因此，由 (5.48) 可得

`bzT = Abz ,bz
T,∞ (1, 1)+1 ≲ ρ−2

1 (z)`bT (ρ1),

然后，将 q = ∞ 代入 (5.49)，由 (5.45) ，有

‖uz‖S2−α
T,a

≲ ρ−2ϑ
1 (z)

[
(ρ−1

1 ρ−1
2 )(z)Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2) + (%ρ−2
1 ρ−1

3 )(z)‖u‖S1T,a(ρ3)

]
= (ρ−1−2ϑ

1 ρ−1
2 )(z)Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2) + (%ρ−2−2ϑ
1 ρ−1

3 )(z)‖u‖S1T,a(ρ3)
,

和

‖uz‖L∞
T
≲ (ρ−1−2ϑ

1 ρ−1
2 )(z)Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2) + (%ρ−2−2ϑ
1 ρ−1

3 )(z)

(∫ T

0

‖u‖qS1t,a(ρ3)dt
)1/q

.

根据上面的两个估计和下面的观察

ρ3 = ρ1+2ϑ
1 ρ2, %ρ−2−2ϑ

1 ⩽ 1,

再由引理 3.2.3 和引理 3.2.1，我们有

‖u‖S2−α
T,a (ρ3)

≲ Ab,f
T,∞(ρ1, ρ2) + ‖u‖S1T,a(ρ3)

(5.50)
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和

‖u‖L∞
T (ρ3) ≲ Ab,f

T,∞(ρ1, ρ2) +
(∫ T

0

‖u‖qS1t,a(ρ3)dt
)1/q

. (5.51)

这时由 (2.23) 和定义 3.2.1，有

‖u‖S1T,a(ρ3)
≲ ‖u‖1/(2−α)

S2−α
T,a (ρ3)

‖u‖(1−α)/(2−α)
L∞
T (ρ3)

,

继而由 Young 不等式可得对于任意的 ε > 0，存在常数 Cε > 0 使得

‖u‖S1t,a(ρ3) ⩽ ε‖u‖S2−α
t (ρ3)

+ Cε‖u‖L∞
t (ρ3).

将其代入 (5.50) 并选取充分小的 ε，我们有

‖u‖S2−α
t,a (ρ3)

≲ Ab,f
T,∞(ρ1, ρ2) + ‖u‖L∞

t (ρ3),

再联立 (5.51)，由 Gronwall 不等式可得 (5.43).

(唯一性) 取 u1, u2 为方程 (5.1) 的两个拟控制解. 由定义易知 u = u1 − u2 依

然是方程 (5.1) 关于 f = ϕ = 0 的拟控制解. 因此由 (5.43) 立刻可得 u = 0.

(存在性)令 (bn, fn) ∈ L∞
T C

∞
b ×L∞

T C
∞
b 为定义 4.1.1中的逼近列，且令 un 是

方程 (5.1) 关于 (bn, fn) 的经典解. 基于先验估计 (5.43), (5.8) 和 (4.2)，我们有下

面的一致估计

sup
n

(
‖un‖S2−α

T,a (ρ3)
+ ‖u♯n‖C3−2α

T,a (ρ4)

)
<∞. (5.52)

再由引理 3.2.1，对于任意的 β > α 和满足 limz→∞(ρ5/ρ3)(z) = 0 的 ρ5 ∈ Pw，存

在 u ∈ S2−α
T,a (ρ3) 和一个子列 nk 使得

lim
k→∞

‖unk
− u‖S2−β

T,a (ρ5)
= 0.

此外，令 u♯ := u−∇vu ≺ Iλb−Iλf . 根据上面的估计, (2.39) 和 (3.39)，容易看

出对于某个 ρ6 ∈ Pw，有

lim
k→∞

‖u♯nk
− u♯‖L∞

T (ρ6) = 0,

再联立 (5.52) 并使用 Fatou 引理和插值不等式 (2.23)，有 u♯ ∈ C3−2α
T,a (ρ4) 且对于

任意的 β > α,

lim
k→∞

‖u♯nk
− u♯‖C3−2β

T,a (ρ6ρ4)
= 0.

基于和定理 5.2.1 存在性证明一样的方法，可以证明 u 确实是一个定义 5.1.1意义

下的拟控制解. 最后，基于拟控制解的唯一性，(5.44) 式中的所有极限都是成立

的. 定理证毕. □
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第六章 奇异非线性鞅问题解的适定性

在本章中，我们考虑下面的带有奇异环境噪声的动理学平均场随机微分方程：

dXt = Vtdt, dVt = W (t,Xt, Vt)dt+ (K ∗ µXt)(Xt)dt+
√
2dBt, (6.1)

其中对于某些 κ > 0，环境噪声 W ∈ Bα
T (%

κ) 且交互核 K(x) : Rd → Rd 满足

K ∈ ∪β>α−1Cβ/3.

这里 µXt 为 Xt 在 Rd 上的概率分布，且对于 Rd 上的测度 µ，

K ∗ µ(x) :=
∫
Rd

K(x− y)µ(dy).

根据 (B.1)，当 K(x, v) = K(x) 时，有 K ∈ ∪β>α−1Cβ
a .

我们首先给出上述随机微分方程解的定义. 固定 T > 0. 令 CT 为所有从 [0, T ]

映射到 R2d 的连续函数组成的空间，令 P(CT )为所有 CT 上概率测度组成的空间，
其中的拓扑由测度的弱收敛定义. 接着如下地定义 CT 上的坐标过程 (zt)t∈[0,T ]：对

于任意的 ω ∈ CT，
zt(ω) := (xt(ω), vt(ω)) := ωt.

再令 Bt := σ(zs, s ⩽ t) 为轨道过程的自然 σ-代数流.
正如绪言中所说，我们使用倒向的 Kolomogorov 方程来定义 (6.1) 的广义非

线性鞅解. 具体地对于任意的连续测度值映射 µ : [0, T ] → P(Rd)，我们定义

L µ
t := ∆v + v · ∇x + (W (t) +K ∗ µt) · ∇v.

此时容易得到 b := W +K ∗ µt ∈ Bα
T (%

κ). 事实上，由引理 4.1.1 可知其作为可重
整化对的逼近序列为

bn = Wn +Kn ∗ µt,

其中 Kn = K ∗ φn 在一般的磨光子 φn 卷积下的关于 K 的磨光逼近. 特别地，有

sup
n
`bnT (%κ) ≲ sup

n
`Wn
T (%κ) + sup

n
‖Wn‖C−α

T,a(ϱ
κ) sup

t∈[0,T ]

‖Kn ∗ µt‖Cβ/3 <∞, (6.2)

其中的 β > α− 1.
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令 f ∈ L∞
T Cb(R2d) 和 ϕ ∈ Cγ

a(R2d)，其中的 γ > 1 + α 且 ϑ := 9
2−3α

. 由定理
5.3.1，下面的线性动理学方程总是存在唯一的关于 (W +K ∗ µ, f) 的唯一拟控制
解 uµf ∈ S2−α

T ;a (%
2(ϑ+1)κ)：

∂tu
µ
f + L µ

t u
µ
f = f, uµf (T ) = ϕ. (6.3)

接着，对于任意的 δ > 0，令 Pδ(R2d) 为所有满足下面 R2d 上的矩估计的概率测

度 ν 组成的空间，∫
R2d

%(z)−δν(dz) �
∫
R2d

(1 + |z|δa)ν(dz) <∞.

现在，我们可以给出下面的广义非线性鞅问题的定义.

定义 6.0.1 (广义非线性鞅问题) 令 δ > 0. 我们称一个概率测定 P ∈ P(CT )
为随机微分方程 (6.1) 从 ν ∈ Pδ(R2d) 出发的一个广义非线性鞅问题但解，若

P ◦ z−1
0 = ν 并且对于所有的 f ∈ L∞

T Cb(R2d)，γ > 1 + α 和 ϕ ∈ Cγ
a(R2d)，

Mt := uµf (t, zt)− uµf (0, z0)−
∫ t

0

f(s, zs)ds

是一个 P 下的关于流 (Bt) 的鞅，其中 µt := P ◦ x−1
t 且 uµf 是偏微分方程 (6.3) 的

唯一拟控制解. 记包含所有随机微分方程 (6.3) 关于 W,K 和初始测度 ν 的广义

非线性鞅问题的解的空间为 Mν(W,K).

注 6.0.1 上面关于 ν 的矩假设是为了使得期望项 Euµf (0, z0) 有意义，因为拟

控制解 uµf 只存在于多项式权空间中.

下面是我们本章节，甚至是本学位论文中最重要的结论：

定理 6.0.1 取 α ∈ (1
2
, 2
3
) 和 ϑ := 9

2−3α
. 假设对于某些 κ ∈ (0, 1

2ϑ+2
] 和 β >

α− 1，有

W ∈ Bα
T (%

κ), K ∈ Cβ/3.

则对于任意的 δ > (4ϑ+ 4)κ 和 ν ∈ Pδ(R2d)，关于随机微分方程 (6.1)，存在至少
一个广义非线性鞅问题的解 P ∈ Mν(W,K). 进一步，如果 K 是有界可测的，那

么至多存在一个 P ∈ Mν(W,K).

该定理存在性方面的证明主要从卷积磨光和一致估计中得到. 唯一性方面，我们
首先对于 K = 0的情形证明，再使用 Girsanov定理证明非线性的情况. 令 Wn 是

关于 W ∈ Bα
T (%

κ)定义中的逼近序列，再令 Kn = K ∗φn，其中 φn(x) = ndφ1(nx)

是通常的磨光子函数. 我们接下来考虑下面的带有磨光系数的随机微分方程：

dXn
t = V n

t dt, dV n
t = Wn(t, Z

n
t )dt+ (Kn ∗ µXn

t
)(Xn

t )dt+
√
2dBt, (6.4)
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其中 Zn = (Xn, V n) 和 P−1 ◦ Zn
0 = ν. 因为 Wn 和 Kn 都是全局 Lipschitz 的，众

所周知地，方程 (6.4) 存在唯一的强解 Zn (参考 [107, 定理 2.1]). 我们首先基于
偏微分方程的方法建立下面的关于 V n

t 的一致矩估计：

引理 6.0.1 在定理 6.0.1 的假设下，对于任意的 p ∈ (2, δ
(2ϑ+2)κ

]，存在一个常

数 C > 0 使得对于所有的 0 ⩽ s < t ⩽ T，有

sup
n

E|V n
t − V n

s |p ≲C (t− s)p/2.

证明 通过观察随机微分方程 (6.4) 的形式，我们只需证明

sup
n

E
∣∣∣∣∫ t

s

bn(r, Z
n
r )dr

∣∣∣∣p ≲C |t− s|(2−α)p/2, (6.5)

其中

bn(t, x, v) := Wn(t, x, v) + (Kn ∗ µXn
t
)(x) ∈ L∞

T C
∞
b (R2d).

固定 t ∈ [0, T ]. 令 un 是下面动理学方程的经典解

∂tun = ∆vun + v · ∇xun + btn · ∇vun − btn, un(0) = 0,

其中 btn(s, z) = bn(t− s, z). 基于定理 5.3.1, 对于 σ := (2ϑ+ 2)κ，我们有

sup
n

‖un‖S2−α
t,a (ϱσ) <∞. (6.6)

定义

utn(s) := un(t− s).

则 utn 满足下面的倒向方程：

∂ru
t
n +∆vu

t
n + v · ∇xu

t
n + bn · ∇vu

t
n = bn, utn(t) = 0.

由 (6.4) 和 Itô 公式可得∫ t

s

bn(r, Z
n
r )dr = utn(t, Z

n
t )− utn(s, Z

n
s )−

√
2

∫ t

s

∇vu
t
n(r, Z

n
r )dBr

= utn(t,Γt−sZ
n
s )− utn(s, Z

n
s )−

√
2

∫ t

s

∇vu
t
n(r, Z

n
r )dBr,

其中的第二等式是由于

utn(t, Z
n
t ) = 0 = utn(t,Γt−sZ

n
s ).
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根据 BDG 不等式，(3.20) 和 (3.34)，我们对任意的 p ∈ (2, δ
(2ϑ+2)κ

] 有

E
∣∣∣∣∫ t

s

bn(r, Z
n
r )dr

∣∣∣∣p ≲ (t− s)(2−α)p/2‖un‖pS2−α
t,a (ϱσ)

E%−pσ(Zn
s )

+ ‖∇vun‖pL∞
t (ϱσ)E

(∫ t

s

%−2σ(Zn
r )dr

)p/2

≲ ((t− s)(2−α)p/2+(t− s)p/2)‖un‖pS2−α
t,a (ϱσ)

sup
r∈[0,t]

E%−pσ(Zn
r ).

(6.7)

下面我们宣称有

sup
n

sup
s∈[0,t]

E%−δ(Zn
s ) ≲

∫
R2d

%(z)−δν(dz). (6.8)

这时，注意到 pσ ⩽ δ，则由 (6.7)，(6.8) 和 (6.6)，我们得到了 (6.5). 即为所得.

最后，我们使用 Itô-Tanaka 技巧来证明 (6.8)，即建立随机微分方程和偏微

分方程直接的关系. 定义 ρδ := ρ−δ. 由 Itô 公式，我们有

Eρδ(Zn
s ) = Eρδ(Zn

0 ) + E
∫ s

0

(∆v + v · ∇x)ρδ(Z
n
r )dr + E

∫ s

0

(bn · ∇vρδ)(r, Z
n
r )dr.

注意到由 (3.7) 有 |∆vρδ + v · ∇xρδ|(z) ⩽ C0ρδ(z), 则

Eρδ(Zn
s ) ⩽ Eρδ(Zn

0 ) + C0E
∫ s

0

ρδ(Z
n
r )dr + E

∫ s

0

(bn · ∇vρδ)(r, Z
n
r )dr.

基于 Gronwall不等式，我们只需要关于 n一致地估计最后一项. 为此，我们基于

Krylov估计的方法使用定理 5.3.1中的结果. 具体来说，对于任意固定的 s ∈ [0, t]，

令 ws
n = ws

n(r, z) 为下面带有光滑系数的倒向偏微分方程的经典解：

∂rw
s
n + (∆v + v · ∇x + bn · ∇v)w

s
n = bn · ∇vρδ, ws

n(s) = 0.

由 Itô 公式可得

0 = Ews
n(s, Z

n
s ) = Ews

n(0, Z
n
0 ) + E

∫ s

0

(bn · ∇vρδ)(r, Z
n
r )dr.

因此 ∣∣∣E ∫ s

0

(bn · ∇vρδ)(r, Z
n
r )dr

∣∣∣ ⩽ |Ews
n(0, Z

n
0 )|. (6.9)

另一方面，取 γ ∈ (α, 1) 并定义 ρ̄ := (ρδ%)
−1. 从 (3.7) 和 (2.28) 中可以看出

‖∇vρδ‖Cγ
a(ρ̄) <∞,
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继而由 (2.41) 和 (6.2) 可得

‖bn · ∇vρδ‖C−α
T,a(ϱ

κρ̄) ≲ ‖bn‖C−α
T,a(ϱ

κ)‖∇vρδ‖Cγ
T,a(ρ̄)

<∞.

此外，根据引理 4.1.3，我们有

‖bn ◦ ∇vIλ(bn · ∇vρδ)‖C1−2α
T,a (ϱ2κρ̄) ⩽ ‖(bn ◦ ∇vIλbn)∇vρδ‖C1−2α

T,a (ϱ2κρ̄)

+ ‖bn ◦ ∇vIλ(bn · ∇vρδ)− (bn ◦ ∇vIλbn)∇vρδ‖C1−2α
T,a (ϱ2κρ̄)

≲ ‖bn ◦ ∇vIλbn‖C1−2α
T,a (ϱ2κ)‖∇vρδ‖Cγ

a(ρ̄) + ‖bn‖2C−α
T,a(ϱ

κ)
‖∇vρδ‖Cγ

a(ρ̄).

因为 (2ϑ+ 2)κ ⩽ 1，所以由定理 5.3.1 可得

sup
n

‖wt
n‖L∞

T (ρ−1
δ ) ⩽ sup

n
‖wt

n‖L∞
T (ϱ(2ϑ+1)κρ̄) ≲ sup

n
Abn,bn·∇vρδ

T,∞ (%κ, ρκρ̄) <∞,

进而存在常数 C1 > 0 使得对于所有的 z ∈ R2d

sup
n

|wt
n(0, z)| ⩽ C1ρδ(z).

将其代入 (6.9)，我们便得到了 (6.8). 证毕. □

现在我们是时候可以给出定理 6.0.1 的证明了.

证明 (定理 6.0.1 的证明) (存在性) 令 Pn = P ◦ Zn
· 是 Zn 在 (CT ,BT ) 中

的概率分布. 根据引理 6.0.1 和 Kolmogorov 连续性判别法则，对于每一个 ε > 0，

有

lim
δ→0

sup
n

P
(

sup
s ̸=t∈[0,T ],|t−s|⩽δ

|V n
t − V n

s | > ε

)
= 0.

因为 Xn
t =

∫ t

0
V n
s ds+X0 和

lim
R→∞

sup
n

P(|Zn
0 | > R) = lim

R→∞
ν{z : |z| > R} = 0,

所以很容易观察到对于每一个 ε > 0 有

lim
δ→0

sup
n

P
(

sup
s ̸=t∈[0,T ],|t−s|⩽δ

|Zn
t − Zn

s | > ε

)
= 0.

于是 (Pn)n∈N 在 CT 中是胎紧的.

令 P 是序列 (Pn)n∈N 的一个聚点. 不妨我们就假设 Pn 到弱收敛 P. 定义

µn := Pn ◦X−1
· , µ := P ◦X−1

· .
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让 φn 为 R2d 上经典的磨光函数并定义

fn(t, z) := f(t, ·) ∗ φn(z), ϕn(z) := ϕ ∗ φn(z)

和

bn := Wn +Kn ∗ µn, b := W +K ∗ µ.

因为 bn, fn ∈ L∞
T C

∞
b (R2d)，所以显然下面的方程有一个唯一的经典解 un ∈

L∞
T C

∞
b (R2d)：

∂tun + (∆v + v · ∇x + bn · ∇v)un = fn, un(T ) = ϕn. (6.10)

现在我们定义 CT 上的两个泛函：

Mn
t :=Mn

t (z) := un(t, zt)− un(0, z0)−
∫ t

0

fn(s, zs)ds

和

Mt :=Mt(z) := uµf (t, zt)− uµf (0, z0)−
∫ t

0

f(s, zs)ds.

我们希望证明对于任意的 0 ⩽ s < t ⩽ T 和 CT 上的 Bs--可测的有界连续泛函

Gs，有

EP(MtGs

)
= EP(MsGs

)
. (6.11)

实际上，对于每一个 n ∈ N，由 (6.4)，(6.10) 和 Itô 公式，

Mn
t (Z

n) =

∫ t

0

∇vun(s, Z
n
s )dBs

是一个 P-鞅. 因此，

EPn
(
Mn

t Gs

)
= E

(
Mn

t (Z
n)Gs(Z

n)
)
= E

(
Mn

s (Z
n)Gs(Z

n)
)
= EPn

(
Mn

s Gs

)
.

于是，为了证明 (6.11)，只需要给出下面的收敛

lim
n→∞

EPn
(
Mn

t Gs

)
= EP(MtGs

)
. (6.12)

注意到基于引理 B.0.2，对于任意的 γ ∈ (α− 1, β)，有

lim
n→∞

‖Kn ∗ µn −K ∗ µ‖Cγ
T,a

= 0,
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进而联立引理 4.1.1 有

(b, f) ∈ Bα
T (%

κ, 1), 其中逼近序列为 (bn, fn).

则由定理 5.3.1，对于任意的 σ > (2 + 2ϑ)κ，我们有

sup
n

‖un‖L∞
T (ϱσ) <∞, lim

n→∞
‖un − uµf‖L∞

T (ϱσ) = 0. (6.13)

此外，由 (6.8) 对于任意的 δ > (4 + 4ϑ)κ，有

sup
n

EPn

(
%−δ(zt) + %−δ(z0)

)
<∞.

我们注意到

|Mn
t −Mt| ⩽ ‖un − uµf‖L∞

T (ϱσ)

(
%−σ(zt) + %−σ(z0)

)
+

∫ t

0

|fn − f |(s, zs)ds.

并且因为对于每一个 s ∈ [0, t]，(Pn ◦ z−1
s )n∈N 是胎紧的，又有下面的式子对任意

的 R > 0 成立，

lim
n→∞

sup
|z|⩽R

|fn(s, z)− f(s, z)| = 0,

所以我们有

lim
n→∞

EPn

∫ t

0

|fn − f |(s, zs)ds ⩽
∫ t

0

lim
n→∞

sup
|z|⩽R

|fn(s, z)− f(s, z)|ds+ C

Rδ

∫ t

0

sup
n

EPn%−δ(zs)ds.

于是，由 (6.13) 可得

lim
n→∞

∣∣EPn
(
Mn

t Gs

)
− EPn

(
MtGs

)∣∣ ⩽ ‖Gs‖∞ lim
n→∞

EPn
∣∣Mn

t −Mt

∣∣ = 0. (6.14)

同时，因为 Mt 是一个 CT 上的连续泛函，且有

sup
n

EPn |MtGs|2
(6.13)
≲
[
sup
n

EPn

(
%δ(zt) + %δ(z0)

)
+ ‖f‖2L∞

]
‖G‖L∞

(6.8)
< ∞,

所以我们可以得到

lim
n→∞

EPn
(
MtGs

)
= EP(MtGs

)
.

结合上述所有计算，我们得到了 (6.12). 至此，我们完成了广义非线性鞅问题解

的存在性的结论.
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(唯一性) 首先，我们证明 K = 0 时广义线性鞅问题解的唯一性. 取 P1,P2 ∈

Mν(W, 0) 是两个广义线性鞅问题的解. 取 f ∈ L∞
T Cb(R2d) 并令 u 为方程 (6.3) 唯

一的拟控制解，其中 u(t) = 0. 基于定义 6.0.1，我们有∫
R2d

u(0, z)ν(dz) = −EPi

∫ T

0

f(s, Zs)ds, i = 1, 2,

从而得到 ∫ T

0

EP1f(s, Zs)ds =
∫ T

0

EP2f(s, Zs)ds.

于是，对于任意的 f ∈ Cb(R2d) 和 t ∈ [0, T ]，

EP1f(Zt) = EP2f(Zt).

基于一个标准的方法 (参考 [35] 中的定理 4.4.3)，从上式可得

P1 = P2.

对于一般的非线性问题解的唯一性，我们采用 Girsanov 变换的方法. 取

P1,P2 ∈ Mν(W,K) 为两个广义非线性鞅问题的解. 令 Wn, Kn 是 W 和 K 的

磨光逼近. 我们考虑下面的带有磨光系数的线性化方程：对于 i = 1, 2，

dX i,n
t = V i,n

t dt, dV i,n
t = Wn(Z

i,n
t )dt+ (Kn ∗ µi

t)(X
i,n
t ) +

√
2dBt, (6.15)

其中 µi
t := Pi ◦ x−1

t . 正如存在性部分的证明一样，{Z i,n}n 的概率分布是胎紧的，

且由于广义线性鞅问题解的唯一性，对于 i = 1, 2 我们有 Z i,n = (X i,n, V i,n) 的概

率分布弱收敛到 Pi 当 n→ ∞. 特别地，对于任意的 ϕ ∈ Cb(Rd)，

Eϕ(X i,n
t ) → EPiϕ(xt), i = 1, 2.

下面我们定义

Ai,n
t := exp

{
− 1√

2

∫ t

0

(Kn ∗ µi
s)(X

i,n
s )dBs −

1

4

∫ t

0

|(Kn ∗ µi
s)(X

i,n
s )|2ds

}
.

因为

‖Kn ∗ µi
s‖L∞ ⩽ ‖K‖L∞ , (6.16)

所以通过 Girsanov 定理，在概率测度 Qi,n := Ai,n
T P 下，对于 t ∈ [0, T ]，

B̃i,n
t :=

1√
2

∫ t

0

(Kn ∗ µi
s)(X

i,n
s )ds+Bt
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仍然是一个布朗运动，并且

dX i,n
t = V i,n

t dt, dV i,n
t = Wn(Z

i,n
t )dt+

√
2dB̃i,n

t .

因为上述随机微分方程有一个唯一的弱解，所以我们有

Q1,n ◦ (Z1,n)−1 = Q2,n ◦ (Z2,n)−1.

于是，对于任意的 ϕ ∈ Cb(Rd)，有

Eϕ(X1,n
t ) = E(A1,n

T ϕ(X1,n
t )/A1,n

T ) = E(A2,n
T ϕ(X2,n

t )Y n
T )

和

|Eϕ(X1,n
t )− Eϕ(X2,n

t )| ⩽ ‖ϕ‖L∞E|A2,n
T Y n

T − 1|,

其中

Y n
T := exp

{
1√
2

∫ T

0

(Kn ∗ µ1
s)(X

2,n
s )dBs +

1

4

∫ T

0

|(Kn ∗ µ1
s)(X

2,n
s )|2ds

}
.

另一方面，因为 t 7→ A2,n
t , Y n

t 是两个半鞅，所以基于乘积 Itô 公式，我们有

A2,n
T Y n

T − 1 =

∫ t

0

A2,n
s dY n

s +

∫ t

0

Y n
s dA2,n

s + [A2,n, Y n]T

=
1√
2

∫ T

0

A2,n
s Y n

s (Kn ∗ µ1
s −Kn ∗ µ2

s)(X
2,n
s )dBs

+
1

4

∫ T

0

A2,n
s Y n

s (|(Kn ∗ µ1
s)(X

2,n
s )|2 − |(Kn ∗ µ2

s)(X
2,n
s )|2)ds

+
1

4

∫ T

0

A2,n
s Y n

s |(Kn ∗ µ1
s)(X

2,n
s )− (Kn ∗ µ2

s)(X
2,n
s )|2ds. (6.17)

由 (6.16)，从 BDG 不等式和 Hölder 不等式中可得对于任意的 p ⩾ 2 有

E|A2,n
t Y n

t |p ≲ 1 + ‖K‖L∞E
(∫ t

0

|A2,n
s Y n

s |2ds
)p/2

+ ‖K‖L∞

∫ t

0

E|A2,n
s Y n

s |pds

≲ 1 + ‖K‖L∞

∫ t

0

E|A2,n
s Y n

s |pds,

进而基于 Gronwall 不等式可得

sup
n

sup
s∈[0,T ]

E|A2,n
t Y n

t |p <∞.
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因此，由 (6.17)，BDG 不等式和 Hölder 不等式，我们得到

E|A2,n
T Y n

T − 1| ≲
(∫ T

0

‖µ2
s − µ1

s‖2TV ds
)1/2

+

∫ T

0

‖µ2
s − µ1

s‖TV ds,

其中 ‖ · ‖TV 为符号测度的全变差范数. 结合上述计算，对所有的 ϕ ∈ Cb(Rd)，我

们有

|EP1ϕ(xT )− EP2ϕ(xT )| = lim
n→∞

|Eϕ(X1,n
T )− Eϕ(X2,n

T )|

≲ ‖ϕ‖∞
(∫ T

0

‖µ2
s − µ1

s‖2TV ds
)1/2

,

继而可得

‖µ2
T − µ1

T‖2TV ≲
∫ T

0

‖µ2
s − µ1

s‖2TV ds.

由 Gronwall 不等式可得 µ1
t = µ2

t . 最后，通过使用和广义线性鞅问题解的唯一性

一样的方法 (即 [35, 定理 4.4.3])，我们得到了广义非线性鞅问题解的唯一性. 定

理得证. □
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第七章 奇异非线性动理学 Fokker-Planck 方程解

的适定性

在本章中，我们研究非线性的奇异动理学偏微分方程. 进一步说，我们希望
在额外的条件下得到 (6.1) 的唯一鞅解的边缘分布关于 Lebesgue 测度的密度，并
证明其满足对应的非线性 Fokker-Planck 方程.
我们始终在本章节中固定 T > 0，α ∈ (1

2
, 2
3
), ϑ := 9

2−3α
和

κ0 < 0, 0 ⩽ κ1 ⩽ 1/(2ϑ+ 2), (7.1)

且令

κ2 := κ1, κ3 := (2ϑ+ 2)κ1, ρi := %κi , i = 0, 1, 2, 3,

其中 % 由 (3.5) 定义. 我们考虑下面的带有环境噪声 W 的非线性动理学 Fokker-
Planck 方程：

∂tu = ∆vu− v · ∇xu− divv(Wu−K ∗ 〈u〉u), u(0) = ϕ, (7.2)

其中u : R+ × R2d → R 是一个在时刻 t，有关位置 x 处速度为 v 的粒子的分布函

数，〈u〉(t, x) :=
∫
Rd u(t, x, v)dv 代表了质量分布，K : Rd → Rd 是一个交互核函

数，且

K ∗ 〈u〉(t, x) :=
∫
Rd

K(x− y)〈u〉(t, y)dy.

对于环境噪声，我们假设 W (t, x, v) 满足下面条件：

W ∈ Bα
T (ρ1), 其中可重整化定义中的逼近序列为 Wn 且满足 divvWn ≡ 0, (7.3)

此外，我们还始终在本章节中假设：

K ∈ ∪β>α−1Cβ/3. (7.4)

注 7.0.1 (i) 对于 K̃(x, v) = K(x)，基于 (B.1) 有

K̃ ∈ Cβ
a ⇐⇒ K ∈ Cβ/3, ∀β ∈ R.

这时，当 K(x) = |x|−r 其中 r < (1− α)/3 时，(7.4) 成立.
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(ii) 因为 divvW ≡ 0 且 K 不依赖于 v，所以方程 (7.5) 等价于下面的非散度形

式：

∂tu = ∆vu− v · ∇xu−W · ∇vu−K ∗ 〈u〉 · ∇vu, u(0) = ϕ. (7.5)

特别地，当 W 和 K 光滑时，若 ϕ 是一个概率测度函数，则易知解 u 也是

光滑的. 由此，下面我们就可以应用第五节的结果到方程 (7.5) 中.

(iii) 注意到 divvW ≡ 0 这个条件在物理中是一个很自然的条件，但在我们这里

是一个很强且改变方程良定性的条件. 具体来说，当 divvW ≡ 0 时，我们甚

至可以不使用拟控制 calculs 来使得下面的线性动理学方程良定:

∂tu = ∆vu+ v · ∇xu+W · ∇vu+ f.

假设 f,W ∈ C−α
a . 这时基于 divvW ≡ 0，我们把上述方程理解为

∂tu = ∆vu+ v · ∇xu+ divv(u ≽ W ) +W � ∇vu+ f. (7.6)

这时由 Schauder 估计可知 u ∈ C2−α
a , 且上述方程中的每一项都是良定的，

即，由 (2.39) 和 (2.40)，

divv(u ≽ W ) : C2−α
a × C−α → C1−2α ⊂ C−α

a , 因为 2− 2α > 0;

由 (2.38)，

W � ∇u : C−α
a × (C1−α ⊂ L∞) → C−α ⊂ C−α

a , 因为 1− α > 0.

由于本节可以看作是第五节的应用，我们依然使用拟控制计算的方法定义解

并研究拟控制解. 关于 α ∈ (0, 1) 和 divvW ≡ 0 的情况，我们会在未来的工

作中进行进一步的研究方程 (7.6).

注意到 (7.5) 中的动理学算子和 (5.1) 中的互为共轭关系，为了使用第 五 章
研究的动理学方程的拟控制解来定义非线性方程 (7.5) 的解，我们首先介绍下面
的速度反转算子：对于 f ∈ S ′(R2d), ϕ ∈ S (R2d)

τf(ϕ) := f(τϕ) τϕ(x, v) := ϕ(x,−v).

明显地，该速度反转算子不会改变 Besov 范数. 下面，我们给出带有奇异环境噪
声的非线性动理学 Fokker-Planck 方程的拟控制概率密度解的定义.
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定义 7.0.1 我们称 u ∈ S2−α
T,a (ρ3) 为方程 (7.5) 的一个拟控制概率密度解，若

τu 是 (5.1) 关于 (b, f) = (τW +K ∗ 〈u〉, 0) 的一个拟控制解，其中 λ = 0 且初值

为 τϕ，并且 u 满足

u ⩾ 0,

∫
R2d

u(t, z)dz = 1, t ∈ [0, T ].

注 7.0.2 令 u 是方程 (7.5) 的一个拟控制概率密度解. 类似 (6.2) 的计算，在

(7.3) 和 (7.4) 的条件假设下，由引理 4.1.1 可得 b = τW +K ∗ 〈u〉 ∈ Bα
T (ρ1)，其

定义中的逼近序列可选为

bn = τWn +Kn ∗ 〈u〉 且 divvbn ≡ 0,

其中 Kn = K ∗ φn，φn 为经典的磨光子函数.

对于一个概率密度解 u，非线性项 K ∗ 〈u〉 在 Cβ/3 中的有界性是显然的. 为
了得到这样的概率密度解，我们首先使用磨光逼近，考虑以 bn 为系数的方程. 但
这时，我们不仅需要证明磨光解序列在动理学 Hölder空间中是紧的，而且需要证
明其在 L1 空间中也是紧的. 这时，定理 5.3.1 的一致估计是不足够的，为此我们
在本章使用基于能量方法的熵估计得到逼近序列在 L1 空间的紧性. 对于唯一性，
涉及 L1 的估计更为深入. 对于非线性项，我们需要解的速度梯度关于 L2

tL
1 范数

的一致估计. 可以观察到该范数的估计可以由熵估计中的 Fisher 信息量控制，因
此这里对于带有奇异噪声的动理学 Fokker-Planck 方程建立熵估计对于解决我们
方程 (7.5) 的存在唯一性是有效的方法，且其本身亦是有意义的.
给定一个概率密度函数 f，称 f 有一个有限熵，若

H(f) :=

∫
R2d

f(z) ln f(z)dz ∈ (−∞,∞).

本章主要的结论是下面的适定性定理.

定理 7.0.1 假设 (7.1)，(7.3) 和 (7.4) 成立. 取 γ > 1 + α.
(存在性) 对于任意的概率密度函数 ϕ ∈ L1(ρ0) ∩ Cγ

a，存在至少一个方程 (7.5) 的
拟控制概率密度解 u ∈ S2−α

T,a (ρ3). 此外，存在一个常数 C > 0 使得对于所有的

t ∈ [0, T ]，

‖u(t)‖L1(ρ0) ⩽ C‖ϕ‖L1(ρ0) (7.7)

这时若 |H(ϕ)| <∞，则下式成立

H(u(t)) + ‖∇vu‖2L2
tL

1
z
⩽ H(ϕ), (7.8)
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且

|H(u(t))|+ ‖∇vu‖2L2
tL

1
z
⩽ H(ϕ) + C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1). (7.9)

(稳定性)如果进一步假设K是有界，那么对于任意的满足H(ϕ1) <∞的 ϕ1, ϕ2 ∈
L1(ρ0) ∩ Cγ

a，和任意的初值分别为 ϕ1，ϕ2 的拟控制概率密度解 u1，u2，存在一

个只依赖于 ‖K‖L∞，‖ϕ1‖L1(ρ0)，H(ϕ1) 和 ‖e−ρ0‖L1 的常数 C > 0 使得对于所有

的 t ∈ [0, T ]，

‖u1(t)− u2(t)‖L1 ⩽ eCt‖ϕ1 − ϕ2‖L1 . (7.10)

特别地，这时带有奇异环境噪声的非线性动理学 Fokker-Planck方程 (7.2)拥有唯
一的拟控制概率密度解 u，且此解为平均场方程 (6.1) 在定义 6.0.1 下的唯一广义
非线性鞅问题解关于 Lebesgue测度的时间边缘分布密度，即对于 P ∈ Mν(W,K)，

有 u(t, z) =
P◦z−1

t

dz (z).

注 7.0.3 ϕ ∈ L1(ρ0) 是一个矩有限的条件，即∫
R2d

|z||κ0|ϕ(z)dz <∞.

此条件在熵估计中是普遍需要的 (参考 [61])，也可以从下面的引理 7.0.1 中看出

该条件的必要性.

我们首先介绍下面的与熵有关的初等结果.

引理 7.0.1 对于任意的可测函数 φ, f ⩾ 0, δ ∈ [0, 1) 和 ρ ∈ Pw，有下式成立∫
φ|f ln(f + δ)| ⩽

∫
φf ln(f + δ) + 2

(∫
φρf +

∫
φe−ρ

)
.

证明 根据 Young 不等式可得

−r ln(r + δ) ⩽ −r ln r ⩽ ar + e−a, ∀r ∈ [0, 1], a ⩾ 0.

于是，

|r ln(r + δ)| = r ln(r + δ)− 2r ln(r + δ)1{0<r⩽1−δ} ⩽ r ln(r + δ) + 2(ar + e−a).

在上式中取 a = ρ，所需估计由此可得. 证毕. □

对于光滑系数的方程我们不加证明地给出下面的经典结果 (参考 [93]).
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引理 7.0.2 令 b ∈ L∞
T C

∞
b (R2d) 和 Zz0

t = (Xt, Vt) 为下面随机微分方程的唯一

强解：

dXt = Vtdt, dVt =
√
2dBt + b(t,Xt, Vt)dt, (X0, V0) = z0 ∈ R2d. (7.11)

则对于任意给定的初始概率测度 µ0，

µ(t, dz) =
∫
R2d

P(Zz0
t ∈ dz)µ0(dz0)

是下面 Fokker-Plance 方程在分布意义下的唯一解：

∂tµ = ∆vµ−v · ∇xµ−divv(bµ), µ(0) = µ0.

现在我们给出下面先验的能量估计和熵估计. 我们将对此的证明分为三部分. 首
先对于给定的解 u 我们可以找到一个线性化的逼近，继而可以使用定理 5.3.1. 其
次，我们基于类似证明 (6.8) 的 Itô-Tanaka 技巧来给出估计 (7.7). 最终，我们熵
方法来证明 (7.8) 和 (7.9).

引理 7.0.3 在条件 (7.3) 成立的假设下，令 u ∈ S2−α
T,a (ρ3) 为方程 (7.5) 以 ϕ ∈

L1(ρ0)∩Cγ
a 为初值的一个拟控制概率密度解. 则，(7.7)成立. 此外，若 H(ϕ) <∞，

则 (7.8) 和 (7.9) 满足.

证明 (步骤 1)取 bn ∈ L∞
T C

∞
b (R2d)为注 7.0.2中的逼近序列和 ϕn = ϕ ∗φn

为基于经典磨光子 φn 的关于 ϕ 的磨光逼近. 因为 bn ∈ L∞
T C

∞
b (R2d)，所以对于下

面的磨光方程显然有一个唯一的概率密度解 un ∈ L∞
T C

∞
b (R2d)：

∂tun = ∆vun − v · ∇xu− τbn · ∇vun = ∆vun − v · ∇xun − divv(τbnun), (7.12)

其中 un(0) = ϕn. 显然也有 τun 满足下面的方程：

∂tτun = ∆vτun + v · ∇xτun + bn · ∇vτun.

由 (5.44) 和 bn 的定义，从定理 5.3.1 中可得对于某些 ρ ∈ Pw 和 β ∈ (α, 2)，有

lim
n→∞

‖τun − τu‖S2−β
T,a (ρ) = 0,

进一步得到

lim
n→∞

‖un − u‖S2−β
T,a (ρ) = 0. (7.13)
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为了证明 (7.7)，(7.8) 和 (7.9)，只需要证明存在一个与 n 无关的常数 C > 0 使得

‖un(t)‖L1(ρ0) ≲C ‖ϕn‖L1(ρ0) ≲C ‖ϕ‖L1(ρ0), (7.14)

且如果 H(ϕ) <∞，那么

H(un(t)) + ‖∇vun‖2L2
tL

1 ⩽ H(ϕn). (7.15)

事实上，明显地可以由 (7.14)和 Fatou引理得到 (7.7). 现在我们给出如何从 (7.15)

和 (7.14) 得到 (7.8) 和 (7.9) 的证明. 首先，因为 r 7→ r log r 是 [0,∞) 上的凸函

数且 H(ϕ) <∞，所以由 Jensen 不等式，我们有

H(ϕn) = H(ϕ ∗ φn) ⩽ H(ϕ), (7.16)

并且由 u 7→ ‖∇vu‖L2
tL

1 的下半连续性，有

‖∇vu‖L2
tL

1 ⩽ lim
n→∞

‖∇vun‖L2
tL

1 . (7.17)

另一方面，令 κ0 < κ < 0 和 ρ := %κ. 回顾 (3.5) 的定义和 ρ0 = %κ0，则对于任意

的 R > 0，我们有

‖un(t)− u(t)‖L1(ρ) ⩽
∫

|un(t, z)− u(t, z)| · 1{|z|a⩽R} · ρ(z)dz

+

∫
|un(t, z)− u(t, z)| · 1{|z|a>R} · ρ(z)dz

⩽
∫

|un(t, z)− u(t, z)| · 1{|z|a⩽R} · ρ(z)dz

+ C sup
n

‖un(t)‖L1(ρ0)/R
κ−κ0 ,

继而可先取 n→ ∞ 再取 R → ∞ 得到

lim
n→∞

‖un − u‖L∞
T L1(ρ) = 0. (7.18)

现在我们定义关于非负可测函数 f 的相对熵：

Hρ(f) :=

∫
f ln(feρ) = H(f) + ‖f‖L1(ρ). (7.19)

因为对于所有的 r ⩾ 0 有 r(ln r − 1) ⩾ −1，所以我们可以得到

inf
n
un(t)

(
ln(un(t)eρ)− 1

)
⩾ −e−ρ ∈ L1,
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进一步基于 Fatou 引理有

Hρ(u(t))− 1 ⩽ lim
n→∞

∫
un(t)eρ

(
ln(un(t)eρ)− 1

)
e−ρ = lim

n→∞
Hρ(un(t))− 1.

联立上式，(7.18) 和 (7.19) 可得

H(u(t)) ⩽ lim
n→∞

H(un(t)).

结合上式和 (7.15)-(7.17)，我们得到了 (7.8). 此外，根据 (7.7)，(7.8)和引理 7.0.1，

(7.9) 成立.

(步骤 2) 在第 2 步中，基于类似证明 (6.8) 的技巧，我们将通过证明有关随

机微分方程 (7.11) 解的矩估计来证明 (7.14). 为了方便，我们在下面的论证中去

掉所有的下角标 n. 根据引理 7.0.2，有

‖u(t)‖L1(ρ0) =

∫
R2d

Eρ0(Zz0
t )ϕ(z0)dz0,

其中 Zz0
t = (Xt, Vt) 是随机微分方程 (7.11) 关于 b = τbn 的唯一解. 于是，为了证

明 (7.14)，只需证明对于一个与 n 无关的常数 C > 0 有

Eρ0(Zz0
t ) ≲C ρ0(z0), ∀z0 ∈ R2d. (7.20)

这里我们使用和证明 (6.8) 完全一样的方法. 基于 Itô 公式我们有

Eρ0(Zz0
t ) = ρ0(z0) + E

∫ t

0

(∆vρ0 + v · ∇xρ0)(Z
z0
s )ds+ E

∫ t

0

(b · ∇vρ0)(s, Z
z0
s )ds.

由 (3.7) 和 Gronwall 不等式，我们只需要估计

E
∫ t

0

(b · ∇vρ0)(s, Z
z0
s )ds.

为此，我们使用定理 5.3.1，对于固定的 t ∈ [0, T ]，令 wt 为下面倒向偏微分方程

的唯一经典解：

∂sw
t + (∆v + v · ∇x + b · ∇v)w

t = b · ∇vρ0, wt(t) = 0.

再次基于 Itô 公式，我们有

0 = Ewt(t, Zz0
t ) = wt(0, z0) + E

∫ t

0

(b · ∇vρ0)(s, Z
z0
s )ds. (7.21)

类似 (6.8) 的估计，取 β ∈ (α, 1) 并定义 ρ4 := (ρ0%)
−1，这时我们有

‖∇vρ0‖Cβ
a(ρ4)

<∞, ‖b · ∇vρ0‖C−α
T,a(ρ1ρ4)

≲ ‖b‖C−α
T,a(ρ1)

.
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同时，由引理 4.1.3 可得

‖b ◦ ∇vIλ(b · ∇vρ0)‖C1−2α
T,a (ρ21ρ4)

≲ ‖b ◦ ∇vIλb‖C1−2α
T,a (ρ21)

‖∇vρ0‖Cβ
a(ρ4)

+ ‖b‖2C−α
T,a(ρ1)

‖∇vρ0‖Cβ
a(ρ4)

.

因为 (2ϑ+ 2)κ1 ⩽ 1 和 ρ1 = %κ1 , ρ4 = %−κ0−1，所以基于定理 5.3.1 我们有

‖wt‖L∞
T (ρ−1

0 ) ≲ Ab,b·∇vρ0
T,∞ (ρ1, ρ1ρ4) <∞,

进而对于一个于 n 和 z0 无关的常数 C1 > 0 有

|wt(0, z0)| ⩽ C1ρ0(z0).

将其代入 (7.21)，我们便得到了 (7.20).

(步骤 3) 在这一步中，我们将使用熵方法证明 (7.15). 回顾由 (3.24) 定义的

截断函数 χ. 对于 δ ∈ (0, 1) 和 R ⩾ 1，定义

βδ(r) := r ln(r + δ), χR(x, v) := χ
(

x
R3 ,

v
R

)
.

因为 u 是方程 (7.12) 的光滑解，由求导链式法则可得

∂tβδ(u) = ∆vβδ(u)− v · ∇xβδ(u)− b · ∇vβδ(u)− β′′
δ (u)|∇vu|2.

在上式两边同乘函数 χR，再进行区域 [0, t] × R2d 上的积分，由分布积分公式

和divvb = 0，我们有∫
χRβδ(u(t))−

∫
χRβδ(ϕ) +

∫ t

0

∫
χRβ

′′
δ (u)|∇vu|2

=

∫ t

0

∫ (
∆vχR + v · ∇xχR + b · ∇vχR

)
βδ(u)

⩽ ‖∆vχR + v · ∇xχR + b · ∇vχR‖L∞
T

∫ t

0

∫
χ2R|βδ(u)|

⩽ Cχ(1 + ‖b‖L∞)R−1

∫ t

0

∫
χ2R|βδ(u)|, (7.22)

其中常数 Cχ 只依赖于 χ. 对于 m ∈ N，定义

Gm
R (t) :=

∫
χ2mR|βδ(u(t))|.

注意到 β′′
δ ⩾ 0，则由引理 7.0.1，(7.22) 和 (7.14) 可得

Gm
R (t) ⩽

∫
χ2mRβδ(u(t)) + 2

(∫
u(t)ρ0 +

∫
e−ρ0

)
- 116 -



奇异动理学平均场随机微分方程

⩽ Cb

2mR

∫ t

0

Gm+1
R (s)ds+

∫
|βδ(ϕ)|+ C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1)

⩽ Cb

R

∫ t

0

Gm+1
R (s)ds+ A0,

其中 Cb := Cχ(1 + ‖b‖L∞) 和

A0 :=

∫
|βδ(ϕ)|+ C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1) ⩽

∫
|ϕ lnϕ|+ 1 + C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1) <∞.

这里的不等式来自于下面的放缩

|βδ(r)| ⩽ |r log r|+ r, δ ∈ (0, 1), r ⩾ 0, (7.23)

由此迭代下去，我们得到对于任意的 m ∈ N，

G0
R(t) ⩽ A0

m−1∑
k=0

Ck
b t

k

Rkk!
+
Cm

b

Rm

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tm−1

0

Gm
R (tm)dtm · · · dt1.

因为 u ∈ L∞
T C

∞
b (R2d)，所以存在一个常数 Cδ > 0 使得对于所有的 R ⩾ 1，

Gm
R (t) ⩽ Cδ

∫
χ2mR ⩽ Cδ(2

mR)2d.

因此，

G0
R(t) ⩽ A0eCbt/R +

Cm
b

Rm
Cδ(2

mR)2d
tm

m!
,

进一步通过先取 m→ ∞ 再取 R → ∞ 得到∫
|βδ(u(t))| = lim

R→∞
G0

R(t) ⩽ A0 =

∫
|βδ(ϕ)|+ C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1) <∞. (7.24)

于是，我们在 (7.22) 中两边同时令 R → ∞ 可得∫
βδ(u(t)) +

∫ t

0

∫
β′′
δ (u(s))|∇vu(s)|2ds ⩽

∫
βδ(ϕ). (7.25)

由 (7.24)，(7.23) 和 Fatou 引理，我们进一步得到∫
|u(t) ln(u(t))| ⩽

∫
|ϕ lnϕ|+ C(‖ϕ‖L1(ρ0) + 1) <∞, (7.26)

令 (7.25) 中的 δ ↓ 0，由 β′′
δ (r) =

1
r+δ

+ δ
(r+δ)2

，控制收敛定理和 Fatou 引理可得∫
u(t) ln(u(t)) +

∫ t

0

∫
|∇vu(s)|2

u(s)
ds ⩽

∫
ϕ lnϕ. (7.27)

这里控制收敛定理可以使用是基于 (7.26)和 (7.23). 另一方面，由 Hölder不等式，

我们有∫ t

0

‖∇vu(s)‖2L1dt ⩽
∫ t

0

(
‖u(s)‖L1

∫
|∇vu(s)|2

u(s)

)
ds =

∫ t

0

(∫
|∇vu(s)|2

u(s)

)
ds.

将其代入 (7.27) 可得 (7.15). 综上，引理得证. □
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在得到上面的先验估计的引理之后，我们现在可以给出定理 7.0.1 的证明.

证明 (定理 7.0.1 的证明) (存在性)由我们拟控制概率密度解的定义，我们

只需要对下面的关于共轭动理学算子的方程得到解即可：

∂tu = ∆vu+ v · ∇xu+ τW · ∇vu+K ∗ 〈u〉 · ∇vu, u(0) = τϕ. (7.28)

令 Wn ∈ L∞
T C

∞
b (R2d) 为 (7.3) 中的逼近函数. 取 φn(x) = ndφ1(nx) 是经典的磨

光子函数并定义 Kn := K ∗ φn ∈ C∞
b (Rd). 因为上述系数都是有界 Lipschitz 的

且 divvWn = divvKn = 0，基于 Itô 公式和 superposition principle (参考 [6, 第 2

节])，下面 Fokker-Planck 方程有唯一性的光滑概率密度解 un，且其是随机微分

方程 (6.4) 的时间边缘分布关于 Lebesgue 测度的密度：

∂tun = ∆vun + v · ∇xun + (τWn +Kn ∗ 〈un〉) · ∇vun, un(0) = τϕn. (7.29)

定义

bn(t, x, v) := τWn(t, x, v) +Kn ∗ 〈un〉(t, x).

因为对于 β > (α− 1)/3 有

‖Kn ∗ 〈un〉‖Cβ ⩽ ‖Kn‖Cβ‖〈un〉‖L1 ⩽ ‖K‖Cβ‖un‖L1 ≲ 1,

所以由 (2.40)，(3.34)，(3.38) 和注 7.0.1 可得

‖bn ◦ ∇vI (Kn ∗ 〈un〉)‖C3β+1−α
a (ρ1)

≲ ‖bn‖C−α
a (ρ1)

‖Kn ∗ 〈un〉‖C3β
a

≲ 1,

其中不等式中具体的常数与 n 无关. 于是，由定义可得

sup
n
`bnT (ρ1) ≲ sup

n

(
`Wn
T (ρ1) + `

Kn∗⟨un⟩
T (1) +

d∑
i=1

AWn,Ki
n∗⟨un⟩

T,∞ (ρ1, 1)

)
<∞,

并且基于定理 5.3.1 和 (5.8)，有

sup
n

(
‖un‖S2−α

T,a (ρ3)
+ ‖u♯n‖C3−2α

T,a (ρ4)

)
<∞.

因此，根据引理 3.2.1，存在 u ∈ S2−α
T,a (ρ3) 和一个子列 nk 使得对于任意的 β > α

和满足 limz→∞(ρ5/ρ3)(z) = 0 的 ρ5 ∈ Pw 有

lim
k→∞

‖unk
− u‖S2−β

T,a (ρ5)
= 0.
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与定理 5.3.1 的证明中类似，我们有 u♯ := u− Ptϕ−∇vu ≺ I b ∈ C3−2α
T,a (ρ4) 且对

于某些 ρ6 ∈ Pw 和任意的 β > α，有

lim
k→∞

‖u♯nk
− u♯‖C3−2β

T,a (ρ6)
= 0.

基于 (7.18) 中一样的计算，我们有

lim
k→∞

‖unk
− u‖L∞

T L1 = 0.

特别地，基于定理 6.0.1，存在至少一个 P ∈ Mν(W,K)，且

u ⩾ 0,

∫
u(t, z) ≡ 1, u(t, z) =

P ◦ (zt)−1

dz (z). (7.30)

因为 K ∈ Cβ
a 对于 β > α− 1 成立，所以

‖K ∗ 〈unk
〉 −K ∗ 〈u〉‖Cβ

T,a
→ 0 当k → ∞.

令 ε = (β − α + 1)/2 > 0. 由 (2.31) 可得

‖Kn ∗ 〈un〉 −K ∗ 〈un〉‖Cα−1+ε
a

≲ n−ε‖K‖Cβ → 0 当n→ ∞,

继而有

‖bn ◦ ∇Iλbn − b ◦ ∇Iλb‖C1−2α
T,a (ρ21)

→ 0.

这时在逼近方程 (7.29)中对 n→ ∞取极限可得 u确实是方程 (7.28)的一个拟控

制概率密度解.

(稳定性) 由解的定义可知只想对方程 (7.28) 得到解的稳定性结果. 令 u1, u2 为两

个分别以 ϕ1 和 ϕ2 为初值的(7.5) 的拟控制概率密度解. 对于 i = 1, 2，令 uni 为

下面线性化后的磨光逼近方程的解

∂tu
n
i = ∆vu

n
i + v · ∇xu

n
i + (τWn +Kn ∗ 〈ui〉) · ∇vu

n
i , u

n
i (0) = ϕn

i ,

其中 ϕn
i = ϕi ∗ φn 和 Wn 为 (7.3) 中的逼近函数，且 Kn = K ∗ φn. 由 (5.44)，对

于某些 ρ ∈ Pw 我们有

lim
n→∞

‖uni − ui‖L∞
T (ρ) = 0, i = 1, 2. (7.31)

定义

wn := un1 − un2 , w := u1 − u2,
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和

bn := τWn +Kn ∗ 〈u2〉, fn := Kn ∗ 〈w〉 · ∇vu
n
1 ,

且对任意的 δ > 0,

β̃δ(r) :=
√
r2 + δ −

√
δ, χR(x, v) := χ

(
x
R3 ,

v
R

)
这时容易看出

∂twn = ∆vwn + v · ∇xwn + bn · ∇vwn + fn,

则基于与 (7.22) 类似的分析，由求导链式法则和分布积分公式可得

∂t

∫
χRβ̃δ(wn) =

∫
(∆vχR − v · ∇xχR)β̃δ(wn)−

∫
χRβ̃

′′
δ (wn)|∇vwn|2

−
∫
(bn · ∇vχR)β̃δ(wn) +

∫
fnχRβ̃

′
δ(wn).

因为 |β̃δ(r)| ⩽ |r|, |β̃′
δ(r)| ⩽ 1和

∫
|wn| ⩽ 2，所以存在一个与 R无关的常数 C > 0

使得

∂t

∫
χRβ̃δ(wn) ⩽ C(R−2 + ‖bn‖L∞R−1) +

∫
|fn|χR.

将上式关于时间从 0 到 t 进行积分，且先后令 R → ∞ 和 δ → 0，我们有

‖wn(t)‖L1 ⩽ ‖wn(0)‖L1 +

∫ t

0

‖fn‖L1ds.

注意到由 Hölder 不等式有∫ t

0

‖fn‖L1ds ⩽
∫ t

0

‖Kn ∗ 〈w〉‖L∞‖∇vu
n
1‖L1ds

⩽ ‖K‖L∞

(∫ t

0

‖w‖2L1ds
) 1

2

‖∇vu
n
1‖L2

tL
1 .

又因为 τ 算子不改变熵的值，所以 (7.15)，(7.16) 和 (7.26) 对于 un 也成立，进

而有

‖∇vu
n
1‖L2

tL
1 ⩽ H(ϕn

1 )−H(un1 (t)) ≲C

∫
|ϕ1 lnϕ1|+ (‖ϕ1‖L1(ρ0) + 1),

其中的常数 C 只依赖于 ρ0. 因此，

‖wn(t)‖L1 ⩽ ‖wn(0)‖L1 + CK,φ1,ρ0

(∫ t

0

‖w(s)‖2L1ds
) 1

2

.
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令 n→ ∞，基于 (7.31) 和 Fatou 引理，我们有

‖w(t)‖L1 ⩽ ‖w(0)‖L1 + CK,φ1,ρ0

(∫ t

0

‖w(s)‖2L1ds
) 1

2

,

进一步由 Gronwall 不等式可以得到 (7.10). 稳定性得证. 最后，由定理 6.0.1 中

广义非线性鞅问题解的唯一性和 (7.30)可知该鞅问题的唯一解的时间边缘分布关

与 Lebesgue 测度有密度 ut，为对应的非线性动理学 Fokker-Planck 方程 (7.2) 的

唯一拟控制概率密度解. 定理证毕. □
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附录 A 动理学方程的极大值原理

在本节中，我们使用 [24] 中的方法去证明动理学算子 Lλ 的极大值估计.

定理 A.0.1 取 λ ⩾ 0 和 b(t, x, v) 为一个有界可测函数. 对于 T > 0，令

u(t, x, v) ∈ Cb([0, T ] × R2d) 满足下面的方程：对于 Lebesgue 几乎处处所有的
t ∈ (0, T ]，

Lλu− b · ∇vu ⩾ 0, u(0, x, v) ⩾ 0 ∀(x, v) ∈ R2d.

假设对于每一个 t ∈ (0, T ] 和 x, v ∈ Rd，映射

(t, x, v) → ∇xu(t, x, v),∇vu(t, x, v) 和 ∆vu(t, x, v)

是连续的. 则有

u(t, x, v) ⩾ 0, ∀(t, x, v) ∈ [0, T ]× R2d. (A.1)

证明 首先, 我们假设对于所有的 (t, x, v) ∈ (0, T ]× R2d，

Lλu(t, x, v)− b · ∇vu(t, x, v) ⩾ δ > 0 且 lim
|(x,v)|→∞

inf
t∈(0,T ]

u(t, x, v) = +∞, (A.2)

其中 Lλu(t, x, v)− b · ∇vu(t, x, v) ⩾ δ 意味着对于所有的 0 ⩽ s < t ⩽ T，有

u(t)− u(s)−
∫ t

s

(
∆v − λ− v · ∇x + b · ∇v

)
u(r)dr ⩾ δ(t− s). (A.3)

假设 (A.1) 不成立. 则存在一个点 (t0, x0, v0) ∈ (0, T ]× R2d 使得

u(t0, x0, v0) = inf
(t,x,v)∈[0,T ]×R2d

u(t, x, v) < 0.

记 Lsu(r, x, v) := (∆v − λ− v · ∇x + b(s) · ∇v) u(r, x, v). 则我们有

Lt0u(t0, x0, v0) ⩾ 0

且基于 (A.3)，对任意的 t ∈ (0, t0)，

u(t0, x0, v0)− u(t, x0, v0) ⩾ δ(t0 − t) +

∫ t0

t

(
Lru(r, x0, v0)− Lru(t0, x0, v0)

)
dr.

(A.4)
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由假设，下面的映射

(t, x, v) → ∇xu(t, x, v),∇vu(t, x, v) 和 ∆vu(t, x, v)

是连续的且 b 是有界的，于是我们有

lim
h↑∞

sup
r∈[t0−h,t0]

|Lru(r, x0, v0)− Lru(t0, x0, v0)| = 0.

因此，通过在 (A.4) 式两边同时除以 t0 − t 并取极限 t ↑ t0 可得

0 = lim
t↑t0

1

t0 − t

∫ t0

t

(
Lru(r, x0, v0)− Lru(t0, x0, v0)

)
dr ⩽ −δ < 0,

进而得到矛盾. 所以 (A.1) 成立.

接下来，我们来去掉限制性条件 (A.2). 令

f(x, v) = 1 + |x|2 + |v|2.

注意到从 Young 不等式可得存在常数 C > 0 使得

|Ltf(x, v)| ⩽ Cf(x, v), ∀(t, x, v) ∈ R+ × R2d.

对于 δ > 0 定义

uδ,ε(t, x, v) := u(t, x, v) + δt+ εe2Ctf(x, v).

则，我们有(
Lλ − b(t, x, v) · ∇v

)
uδ,ε(t, x, v) = ∂tuδ,ε(t, x, v)− Ltuδ,ε(t, x, v)

=
(
Lλ − b(t, x, v) · ∇v

)
u(t, x, v) + δ + εet

(
2Cf(x, v)− Ltf(x, v)

)
⩾ δ,

和

uδ,ε(0, x, v) ⩾ 0, lim
|(x,v)|→∞

inf
t∈[0,T ]

uδ,ε(t, x, v) = +∞.

因此，基于我们上面的证明可得

uδ,ε(t, x, v) ⩾ 0, ∀(t, x, v) ∈ [0, T ]× R2d.

令 ε, δ → 0，我们得到(A.1). 证毕. □

作为上面结果的推理，我们有下面的极大值原理.
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定理 A.0.2 (极大值原理) 取 λ ⩾ 0 和 T > 0. 对于下面方程所有的经典解 u，

Lλu− b · ∇vu = f, u0 = 0,

下式成立

‖u‖L∞
T
⩽ T‖f‖L∞

T
. (A.5)

证明 令

ū(t, x, v) := −u(t, x, v)eλt +
∫ t

0

‖f(s, ·, ·)‖∞eλsds. (A.6)

易知对于 Lebesgue 几乎处处的 t > 0，

Lλū− b · ∇ū ⩾ 0.

因为 ū(0, x, v) = 0，由 Theorem A.0.1，我们有

ū(t, x, v) ⩾ 0.

因此，根据 (A.6) 我们可以得到

u(t, x, v) ⩽ e−λt

∫ t

0

‖f(s, ·, ·)‖∞eλsds ⩽ 1− e−λt

λ
‖f‖L∞

t
⩽ T‖f‖L∞

t
.

由对称性可得 (A.5). 即为所证. □
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附录 B 辅助结论

在本节，我们给出一些容易证明的小结论.

引理 B.0.1 对于 K̃(x, v) = K(x) 和任意的 β ∈ R，有

‖K̃‖Cβ
a
� ‖K‖Cβ/3 . (B.1)

证明 基于定义，对任意的 j ⩾ 0 有，

Ra
j K̃(x, v) =

∫
R2d

φ̌a
j (x− x′, v − v′)K(x′)dx′dv′ = hj ∗K(x),

其中

hj(x) :=

∫
Rd

φ̌a
j (x, v)dv.

注意到对于任意的 j ⩾ 1，

ĥj(ξ) = 23jd(2π)−d

∫
R2d

eix·ξφ̌a
1(2

3jx, v)dxdv = φa
1(2

−3jξ, 0),

其中 φa
1(2

−3j·, 0) 的支撑集包含于{
2j−1 < |ξ|1/3 < 2j+1

}
=
{
23(j−1) < |ξ| < 23(j+1)

}
.

特别地，下面的范数等价

‖f‖Cβ � sup
j⩾0

23jβ‖hj ∗ f‖∞.

因此，

‖K̃‖Cβ
a
= sup

j⩾0
2jβq‖Ra

j K̃‖∞ = sup
j⩾0

(
2βj‖hj ∗K‖∞

)
� ‖K‖Cβ/3 .

即为所证. □

引理 B.0.2 令 (µn)n∈N 为一族在 C([0, T ];Rd) 上的概率测度. 假设 µn 弱收敛

到 µ 且 K = K(x) ∈ Cβ, 则对于所有的β0 < β，有

lim
n→∞

‖Kn ∗ µn −K ∗ µ‖L∞
T Cβ0 = 0.
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证明 注意到只需要对满足 β − β0 ∈ (0, 1) 的 β0 证明即可. 基于 Skorohod

表示定理，存在一个概率空间 (Ω̃, F̃ , P̃) 和其上的 C([0, T ];Rd) 值随机变量 Xn，

X 使得

lim
n→∞

sup
s∈[0,T ]

|Xn(s)−X(s)| = 0 a.s.,

和

P̃ ◦ (Xn)
−1 = µn, P̃ ◦X−1 = µ.

令 Rj 是 a = (1, · · · , 1) 时 (2.9) 中定义的分块算子. 使用和 (2.32) 式估计类似的

方法，对于任意的 j ⩾ −1 和 h ∈ Rd 有

‖RjK(·+ h)−RjK‖L∞ ≲ |h|β−β0‖RjK‖Cβ−β0 ≲ 2−β0j|h|β−β0‖K‖Cβ . (B.2)

据此，我们有

‖RjKm −RjK‖L∞ ⩽ sup
x

∫
Rd

|RjK(x− y)−RjK(x)|φm(y)dy

≲ m−(β−β0)‖RjK‖Cβ−β0 ≲ 2−β0jm−(β−β0)‖K‖Cβ . (B.3)

这时

|Rj(Kn ∗ µn(s)−K ∗ µ(s))(x)| = |ẼRjKn(x−Xn(s))− ẼRjK(x−X(s))|

⩽ Ẽ|RjKn(x−Xn(s))−RjK(x−Xn(s))|

+ Ẽ|RjK(x−Xn(s))−RjK(x−X(s))|

=: J (1)
n,j (s, x) + J (2)

n,j (s, x).

先考察 J (1)
n,j (s, x) 项，由 (B.3) 可得

‖J (1)
n,j ‖L∞

T L∞ ⩽ ‖RjKn −RjK‖L∞ ≲ 2−β0jn−(β−β0)‖K‖Cβ .

对于 J (2)
n,j (s, x)，基于控制收敛定理和 (B.2)，我们有

lim
n→∞

sup
j

2β0j‖J (2)
n,j ‖L∞

T L∞≲ Ẽ

(
lim
n→∞

sup
s∈[0,T ]

sup
j

2β0j|RjK(x−Xn(s))−RjK(x−X(s))|

)

≲ Ẽ

(
lim
n→∞

sup
s∈[0,T ]

|Xn(s)−X(s)|β−β0

)
‖K‖Cβ = 0.

从上面的两个估计中，我们立刻可以得到想要的收敛结果. 证毕. □
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